LE MAGAZINE DU PARCOURS MATHS 


XX x 


2012-13 / 8 


Dany-Jack Mercier 


Table des matières 


Introduction 


1 Ecrits d’algèbre et de géométrie 


1.1 
1:2 
1.3 
1.4 


Diagonalisable + nilpotent . . ................... 
Tétraèdres réguliers et plans médiateurs . . . .. ........ 
Tétraèdres trirectangles . ..................... 
Un devoir de TS en arithmétique . ................ 


2 Systèmes linéaires 


2.1 
2.2 


2.3 


2.4 


Rappels sur le rang d’une matrice... .............. 
Etude des systèmes linéaires . . . ................. 
2.2.1 Positionnement du problème ............... 
2.2.2 Structure des solutions . .................. 
2.2.3 Systèmes de Cramer .................... 
2.24 Conditions de compatibilité . . . . . ........... 
2.2.5 Théorème de Rouché-Fontené . .............. 
Méthode du pivot de Gauss ............,........ 
2.3.1 Opérations élémentaires sur les lignes . ......... 
2.3.2 Description de la méthode . ................ 
2.358. CÜUHUCÉ 4 dun me ren Ge mn en 7 ue mn er oo DCE en ge vu 
Opérations élémentaires . ..................... 
2.4.1 Le langage des matrices . ................. 
2:42: - APplicatiôns: is LE Alan noeud ne tee 
At. CAO dé Tan: LA etes tre R ee re a 
2.4.4 Calcul de déterminants .................. 
2.4.5 Système linéaire : pivot de Gauss . . . . . . . . . .... 
2.4.6 Calcul d’inverses de matrices . . ............. 
2.4.7 Pivot de Jordan et conséquences . ............ 


3 


4 TABLE DES MATIÈRES 


3 Les solides à l’oral du CAPES 49 
3-1: Présentations: ue éhann, Wa JS APN Nations 49 
3.2 QUESTIONS: 45 2 En paires dont NT Ale ER SE PUR 49 
3:93 RÉPONSES LR be pp des ain Le Den et nette dite ent Ad 54 
4 Le chaos des réformes et des attentes 69 
4.1 Présentation de l'éditeur ...................... 69 


4.2 Présentation sur MégaMaths . .................. 71 


Introduction 5 


Introduction 


Et voilà le huitième et dernier numéro de la revue pour cette année univer- 
sitaire 2012-13. Neuf mois on passé. Maintenant vous voilà devant la dernière 
ligne droite qui doit vous amener à la réussite de vos oraux de CAPES, pour 
ceux qui passent l’oral, et vers de bonnes notes d’écrit du CAPES pour tous 
ceux qui passent les écrits de la session 2014 anticipée des 19 et 20 juin 2013! 


Les deux premiers chapitres de ce numéro servent à préparer l'écrit, le troi- 
sième apporte une aide à l’étude des solides et donc à l’oral 1 qui traite ce 
sujet. Le dernier chapitre est une annonce pour la parution de mon dernier 
livre lisible par tous les publics, sur l’évolution de notre système éducatif et 
le peu de place que l’on fait aux sciences depuis trente ans. On n’aime plus 
les scientifiques, on veut bien les exploiter mais on refuse étonnamment de les 
former chez nous, en France, ce qui aura des conséquences pour nos enfants 
qui seront les adultes de demain. 


Enfin, VOUS êtes la relève et vous serez les spécialistes de demain en ma- 
thématiques, donc donnez-vous de la peine et atteignez le niveau qui vous 
permettra de servir nos futurs enfants. 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 13 mai 2013 


P[mag201213-08] v1.01 
© 2013, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Ecrits d’algèbre et de 
géométrie 


Les trois problèmes présentés ici sont extraits de mon recueil Exer- 
cices pour le CAPES mathématiques et l’agrégation interne, al- 
gèbre, arithmétique et géométrie, vol. II [1]. 


Le premier problème utilise une décomposition en éléments simples 
pour démontrer que tout endomorphisme d’un espace vectoriel de 
dimension finie s’écrit de façon unique comme la somme d’un dia- 
gonalisable et d’un nilpotent. Il s’agit d’un problème d’algèbre li- 
néaire, permettant de s’assurer que l’on se rappelle de certaines no- 
tions fondamentales étudiées à l’occasion du chapitre sur la réduc- 
tion d’endomorphismes. Qu'est-ce que le polynôme minimal d’un 
endomorphisme ? Connaissez-vous l’important théorème de réduc- 
tion par blocs ? Voici le moment de se poser ces questions. 


Les deux problèmes suivant nous font travailler dans l’espace avec 
des tétraèdres. Ils permettent de comprendre comment la notion 
de plan médiateur est précieuse dans l’étude des tétraèdres ré- 
guliers, et pourquoi le théorème des trois perpendiculaires nous 
permet d'obtenir des propriétés sensationnelles des tétraèdres tri- 
rectangles. Ces deux problèmes de géométrie sont du petit lait, je 
vous assure, et vous apprendrez beaucoup en les travaillant. C’est 
d’ailleurs dans ce but que je les ai placés dans l’un de mes quatre 
recueils de problèmes déjà parus! 


J’oubliais : dans le premier problème de géométrie, on demande de 
calculer une valeur approchée d’un angle dans l’espace. Comment 
faire ? Réponse dans ce qui suit. 
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1.1 Diagonalisable + nilpotent 


Problème 1.1 Diagonalisable + nilpotent 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. Soit f un endomorphisme 
de E dont le polynôme minimal my s'écrit my (X) = If, (X — x). 
Notons my (X) = [[i_, (X — Xi). Une réduction en éléments simples permet 
d'obtenir des polynômes R; tels que : 


: = ÿ ne avec deg R; < B; 


ms(X) Z(X-x 
de sorte que : 
. my (X) 
2 (X) M (X) (X) FE 


Cela permet d'écrire Id = Y 7, pi où ps = R;(f) o M (f). 


1) Montrer que les endomorphismes p; sont des projecteurs. Déterminer les 
bases et les directions de ceux-ci. 


2) On définit les endomorphismes : 


v T 
d=N mm et n=S (f-Xlid)op. 
i=1 i=1 
Montrer que d est diagonalisable, que n est nilpotent et que f = d+n. Vérifier 
que don =nod. 


3) Montrer que l'écriture de f sous la forme f = d+n, où d est diagonali- 
sable, n est nilpotent, et don =nod, est unique. 


Solution — 1) Notons N; = Ker(f — À;1 d)i le sous-espace caractéristique 
de f associé à la valeur propre À;. Le Théorème des noyaux permet d’écrire : 


E=N@….œN. (x) 
Soit io € {1,..,r}. Six € N; avec j £ io, 


Pio (t) = (Ris (F) ° Mi, (f)) (x) 
= (Rio (F)) (Mis (F)) (&)) = (Rio (F)) (0) = 0. 


De Id = ÿ Y_, ps on déduit alors : 


VreN, 2= Ÿ pi ()=2b (&): 
i=1 
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L’endomorphisme p;, est nul sur W;, = NM @ …ON5o ON, et vaut l'identité 
sur N;, (le chapeau dans N;, signifie que l’espace N;, est absent de la somme). 
C’est donc la projection sur N;, parallèlement à W,. 


2) On à : 


d+n 


SX cn St — À;ld) o p; 
ii 1 


SX Le 2, (op) - 2 Pi 


i=1 


T 


= Ÿÿ (fon)= 1e (Sn)=s Ro ld=f 


i=1 


L’endomorphisme d = ÿŸ_, \ipi coïncide avec l’homothétie de rapport À; sur 
chacune des composantes N; de la somme directe (+) et sera diagonalisable à 
ce titre. Six € N,;, 


: 
n (x) = DU (f— Xld) (pi (x)) = (f — ÀjId) (x) 
i=1 
entraîne n°] (x) = (f — \;1d)°: (x) = 0. Si 8 — ppem(B,,..,8,), on obtient 
donc n° = 0, et cela prouve que n est nilpotent. 
Comme d est combinaison linéaire des p;, vérifier l'égalité don = no d revient 
à vérifier que, pour toute projection p;, 


p;° (5 (f — XTd) on) = 5 (f — ÀAld) en) 9 Dj; 
i=1 i=1 
autrement dit : 


T 


Zn (f—Xid)op = (f-Xid)opiop; (1) 
i=1 
La composée p; o p; est nulle dès que à £ j, et p; op; = p;, donc : 


VU — Aild)opiop; =(f-À;ld)op;. (2) 
i=1 
Par ailleurs, Imp; = N; et l’endomorphisme f — X;/d laisse stable N;. On en 
déduit : 
m ((f — Aild)opi) € Ni, 
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et p; 0 (f — Xld) o p; sera l’application nulle dès que à Æ j. Si l’on rappelle 
que p; vaut l'identité sur N;, on peut écrire : 


Dpjo(f-xld)om=p;o(f-Ajld)op;=(f-Ajld)op;. (3) 
i=1 


(2) et (3) entraînent (1). 
3) Supposons que f s’écrive f = d+v, où d est diagonalisable, v est nilpotent 
et dov=vod. Les endoporphismes d et v commutent avec f puisque : 
df = d(d+v) = & + du = & + vd = (d+v)d = fd 
vf = v(d+v) = vd+v?=(d+v)u= fr. 


Ainsi d et v commutent avec (f — X;1d)*, et N; = Ker(f — À;1d)°i sera stable 
par d et v. Notons f;, d;, v; les restrictions de f, d, v à N;. On a : 


Vie{1,.,r} fi = di + vi. 
Six £0et di(x) = Àx, alors : 
fix) = At+u(x) = ((fi — Àld) — vi) (x) = (À - À) x. 


Les endomorphismes f; — À;1d et v; sont nilpotents et commutent entre eux, 
donc (f; — À;1d) — v; sera nilpotent (Lemme 1) et il existera k € N* tel que 
(À — X)* x = 0, d'où À = À; Finalement À, est la seule valeur propre possible 
de d;. Comme d; est diagonalisable (Lemme 2), nécessairement d; = À;1dn, et 
UV; — Ji = XIdn.. 


Lemme 1 — Si f et g sont deux endomorphismes nilpotents qui 
commutent entre eux, alors f + g est nilpotent. 


Preuve — Si fF = 0 et g! = 0, alors : 


kH 
TEDMEDS ( + ) EH (EL) gt = 0. mn 


=" 
Lemme 2 — Si d est diagonalisable, la restriction de d à tout 


sous-espace vectoriel V stable par d est encore diagonalisable. 


Preuve — On sait deux choses : 


- Un endomorphisme g est diagonalisable si et seulement si son polynôme 
minimal m, est scindé et ne possède que des racines simples. 
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- Un endomorphisme g est diagonalisable si, et seulement si, il annule un 
polynôme scindé dont toutes les racines sont simples. 


Par hypothèse, d est diagonalisable, donc le polynôme minimal ma de d est 
scindé et ne possède que des racines simples. 

Si V est stable par d, on peut considérer la restriction d|y : V — V. C’est un 
endomorphisme de V et le polynôme minimal my de d vérifie aussi a fortiori 
ma (div) = 0. Dans ce cas d|y annule un polynôme scindé dont toutes les 
racines sont simples, donc d|y est diagonalisable. 


1.2 Tétraèdres réguliers et plans médiateurs 


Problème 1.2 Tétraèdre régulier : résultats élémentaires 


On considère un tétraèdre ABCD, et l’on note respectivement 1, J, K, L, M, 
N les milieux des arêtes [AD], [ ACT, [AB], [CD], [DB], [BC]. On appelle G 
l’isobarycentre des quatre points À, B, C et D. 


1) Démontrer que les droites (JM), (IN) et (KL) joignant les milieux de 
deux arêtes opposées sont concourantes. 


2) Trouver quatre autres droites attachées au tétraèdre et qui contiennent le 
point G. 


On suppose dorénavant et jusqu’à la fin de l’exercice, que ABCD est un té- 
traèdre régulier, et l’on note a la longueur commune de ses arêtes. 


3) On note gpcp l’isobarycentre des points B, C et D. Montrer que les 
points À et ggcp appartiennent aux plans médiateurs de [CD], [DB] et [BC]. 
En déduire qu’une droite passant par l’un sommet du tétraèdre et le centre de 
gravité de la face opposée est nécessairement perpendiculaire à cette face. 


4) Montrer que la droite (AB) est incluse dans le plan médiateur de [CD], 
puis en déduire que deux arêtes opposées sont orthogonales. 


5) Montrer que les droites passant par les milieux de deux arêtes opposées 
sont des perpendiculaires communes à ces deux arêtes. 


6) Utiliser les résultats précédents pour calculer les longueurs GA, GB, GC, 
GD, GI, GJ, GK, GL, GM, GN en fonction de a. En déduire qu’un tétra- 
èdre régulier est inscriptible dans une sphère dont on précisera le centre et le 
rayon. Montrer aussi que le solide IJKLMN est inscrit dans une sphère dont 
on précisera le centre et le rayon. 


7) Déterminer la valeur exacte puis une valeur approchée de l’angle ACL. 


12 CHAPITRE 1. ECRITS D’ALGÈBRE ET DE GÉOMÉTRIE 


Solution — 1) Par associativité du barycentre, G est le barycentre de 1 (2), 
N (2), autrement dit G est le milieu de [IN]. De la même manière, G est le 
milieu de [JM] et de [XL], et les droites (JM), (IN) et (KL) concourent 
en G. 


Remarque — Donnons une seconde réponse à la première question, moins 
efficace puisqu'elle ne nous apprend pas que les trois droites (JM), (IN) 
et (KL) concourent en G, et n’est pas susceptible d’être généralisée pour nous 
permettre de répondre à la question suivante; mais néanmoins intéressante 
par l’utilisation qu’elle fait des propriétés du parallélogramme. 

Le Théorème de la droite des milieux montre que les droites (1K), (BD) 
et (LN) d’une part, et les droites (XN), (AC) et (IL) d’autre part, sont 
parallèles. Les points 7, K, N, L sont donc coplanaires, et les côtés opposés 
du quadrilatère {K NL sont parallèles deux à deux. Ce quadrilatère est donc 
un parallélogramme, et ses diagonales [ZN] et [XL] se coupent en leur milieu. 
On prouverait de la même façon que [JM] et [IN] se coupent en leur milieu. 


2) Soit gpcp l’isobarycentre de B, C'et D. Par associativité du barycentre, G 
est le barycentre de À (1), g8cp (3), si bien que la droite (Aggcp) passant par 
le sommet À et pas le centre de gravité gBcD de la face opposée contienne G. 
On peut même affirmer que : 


A 3 


Agzcp 4 


Le même raisonnement montre que G appartient à toute droite passant par 
l’un sommet du tétraèdre et le centre de gravité de la face opposée. 


3) Puisque le triangle BCD est équilatéral, son centre de gravité gpcp coïn- 

cide avec le centre du cercle circonscrit, et par conséquent Bggcp = Cggcp. 
Le point g8cp est ainsi équidistant des extrémités du segment [BC1, donc ap- 
partient au plan médiateur Hg de ce segment. Comme AB = AC, le point À 
appartient aussi à Hpc:. La droite (AgpcD) est donc entièrement incluse dans 
le plan médiateur HBc, et sera, à ce titre, orthogonale à (BC). 
Le même raisonnement prouve que (Aggc:p) est incluse dans les plans média- 
teurs Hcp et Hpg, et donc que (Aggc:D) est orthogonale à (CD) et (DB). 
La droite (Aggcp), orthogonale à (BC) et (CD), sera donc bien orthogonale 
au plan (BCD) contenant B, C'et D. 


4) Les points À et B sont équidistants des extrémités du segment [CD], donc 
appartiennent au plan médiateur Hcp de [CD]. Par conséquent (AB) C Hop, 
et l’on en déduit que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. 


5) Montrons que (1N) est orthogonale à (BC) et (AD), les autres ortho- 
gonalités se démontrant de la même façon. Les points 7 et N sont à égale 
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F1G. 1.1 — Droites du tétraèdre 


distance des extrémités de [BC] puisque N est le milieu de [BC{, et puisque 
les longueurs CI et BI sont égales à la longueur aÿ3/2 d’une hauteur dans 
un triangle équilatéral de côté a. Par conséquent 7 et N appartiennent au 
plan médiateur Hpc de [BC], et la droite (IN), incluse dans ce plan, sera 
orthogonale à (BC). 

La preuve de l’orthogonalité entre (ZN) et (AD) est identique. 


6) D’après ce qui précède, le triangle NTA est rectangle en 7, et G est le 
milieu de [ZN], donc (d’après le Théorème de Pythagore) : 
AN? = NI° +14? 


soit : El ee E 


et l’on trouve : 
GI — a"? 
4 
Par symétrie, GI = GJ = GK = GL = GM = GN = ay2/4 et les mi- 
lieux des arêtes du tétraèdre appartiennent à la sphère de centre G et de 
rayon ay2/4. Par ailleurs le triangle G'AI est rectangle en 1, donc (toujours 
d’après le Théorème de Pythagore) : 


D 
D 

CO 

= 
D 


A = Ou PAPE Re LE 
GA = Gr + += 
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et : 
GA = 0%, 


Par symétrie, GA = GB = GC = ay6/4 et le tétraèdre ABCD est inscrit 
dans la sphère de centre Get de rayon av/6/4. 


7) Le Théorème d’AI Kashi donne : 


ACECL= AL? 


AGE) = 2 x AG x GL 
: 1 3e ,@ _3\ _ _v3 
HG. HONTE SE 7 Ml 3 
CHER 


Par suite AGL = arccos(— 3/3) « 2, 1863 rd, soit 2, 186 3 x 180/r = 125°, et 
—> —> 
Pécart angulaire entre les vecteurs GA et GL est d’environ 125°. 


1.3 Tétraèdres trirectangles 


Problème 1.3 Aires des faces d’un tétraëdre trirectangle 
On travaille dans l’espace affine euclidien de dimension 3. 


1) Démontrer le Théorème des trois perpendiculaires : Si D est une droite 
contenue dans un plan P, et si pp (resp. pp) désigne la projection orthogonale 
sur D (resp. sur P), alors pp = pp 9 pp. 


2) On considère un tétraèdre S ABC dont les trois faces SAB, SBC et SCA 
sont rectangles en S. Montrer que la projection orthogonale H du sommet S 
sur le plan ABC est l’orthocentre du triangle ABC. 

3) Soit K le pied de la hauteur issue de S du triangle rectangle SBC. Mon- 
trer que : 


1 1 1 . 1 L 1 1 
SK? Sp 50% PCT SH SA SE 50 
4) Notons [ABC l'aire du triangle ABC. 
a) Montrer que [SBCT = [ABC] x [HBC]. 
b) En déduire [ABCŸ = [SAB]}° +[SBC} + [SC'A}?, puis exprimer l’aire 
du triangle ABC en fonction des longueurs a = SA, b=SB etc= SC. 


Solution — 1) Si M est un point quelconque de l’espace, posons H = pp (M) 
et À = pp(H) (FIG. 1.2). Il s’agit de montrer que K = pp(M). Le résultat 
est évident si deux points parmi M, H, K sont confondus. 
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Supposons donc que les points M, H, K soient distincts deux à deux. On 
sait déjà que À € D, de sorte qu’il ne reste plus qu’à prouver que (MK) est 
orthogonale à D. Pour cela, on remarque que : 

- (MH) est orthogonale à P (car H = pp (M)), et que D est incluse dans P, 
donc que (MH) est orthogonale à D. 

- (HK) est orthogonale à D (puisque K = pp(H)). 
Le plan (MH K) contient deux droites non parallèles (MH) et (HK) orthogo- 
nales à D, donc sera orthogonal à D. Mais alors D est orthogonale à n’importe 
quelle droite du plan (WHK), en particulier à (MK). 


FIG. 1.2 — Théorème des trois perpendiculaires 


2) Soit K le projeté de S sur (BC) (FIG. 1.3). Le Théorème des 3 perpen- 
diculaires montre que H se projette en X sur (BC). Comme À se projette en 
S sur le plan (SBC), le même Théorème montre que À se projettera en K 
sur (BC). Finalement les points À et H appartiennent au plan (ABC) et se 
projettent sur le même point X de la droite (BC). Cela montre que (AK) est 
la hauteur issue de À du triangle ABC et que H € (AK). 

On montrerait de la même façon que H appartient aux deux autres hauteurs 
du triangle ABC. 


FIG. 1.3 — Figure de la question 2 
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3) La première relation est une identité vraie dans tout triangle rectangle 
SBC en $, où K désigne le pied de la hauteur issue de $. En effet, le calcul 
de l’aire de ce triangle de deux façons différentes permet d’écrire : 


SB x SC = SK x BC, 


d’où $B? x SC? = SK? x BC?. Le Théorème de Pythagore permet d'écrire 
cela sous la forme SB? x SC? = SK? x (SB? + SC?), et il suffit de diviser 
les deux membres par SB?SC?SK°? pour obtenir : 


Don à 

SK2  SB2 SC? 

Comme ASK est rectangle en $, on aura aussi : 
1 1 1 


SH SÆ SK? 


d’où : 
1 1 1 1 


SH? SA Sp? $C? 


en remplaçant. 


Remarque — Une autre façon d’obtenir la première formule est de faire 
intervenir les angles complémentaires « = BSK et 5 = KSC pour écrire : 


SK? ke SK? 
SB?. SC? 
4.a) On à : 


= cos? à + cos? B = cos? a + sin? a = 1. 


SK?BC? BCxAK HKXxB 
[SBC =[ABC|*X[HBC] « en —— x HA XEC 
& SK?=AKxHK 
et cette dernière égalité est vraie puisque Æ est le pied de la hauteur issue du 
sommet de l’angle droit du triangle rectangle ASK. 


4.b) On déduit : 
[SAB}? + [SBCŸ + [SCA = [ABC] x [HAB] + [ABC] x [HBC] + 
[ABC] x [HCA] = [ABC 
puisque À est intérieur au triangle ABC (en effet, H appartient à [AK] comme 


pied de la hauteur issue de l’angle droit d’un triangle rectangle, et K € [BC] 
pour la même raison). On aura donc : 


[ABCŸ = [SABŸ + [SBCŸ + [SCA = ) + Ge) Fe O1 
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puis : 


1 
[ABC] — 7 Vab Re F0? 


1.4 Un devoir de TS en arithmétique 


Le document proposé sur la page suivante permettra de réviser certains points 
à connaître parfaitement en arithmétique, dans le cadre des programmes de la 
spécialité mathématiques de la classe de terminale scientifique. Il s’agit d’un 
bon document proposant de bonnes questions. Entraînez-vous ! 
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MATHEMATIQUES 
QC : 1} Donner la définition de deux nombres entiers 4 et b premiers entre eux, 
1) Enoncer le théorème de la division euclidienne puis le démontrer (si possible) . 


2} Enoncer le théorème de Bezout, puis le théorème de GAUSS et le démontrer. 


Exercice 1 :1) a) Démontrer que deux entiers naturels consécutifs sont toujours premiers entre eux . 
b) Démontrer que le produit de 3 entiers consécutifs est toujours divisible par 2, par 3 et par 6. 
2) a} Démontrer que & = 39 ct b = 50 sont premicrs entre eux. 


b) Détenniner tous les couples d’entiers {u, #) solutions de l'équation : 30u + 50v = 1, après avoir déterminé une 
solution particulière (wo, Vo) . 


Exercice 2 : On considère deux suites d'entiers naturels (u,) et (v,) définies par u, = 4n + 1et , = 5n +3 


1) Donner le PGCD(un, n) pour Les entiers » allant de Q à 5 ( en précisant les valeurs de w,, et de v, } 


2) En appliquant l'algorithme d'Euclide pour > 6 , donner la division euclidienne de 5n + 3 par 4n + 1, puis celle de 
An +1 par n + 2 (on précise ici que le quotient est 3), enfin en écrivant n + 2 = 1 x (n — 5) +7 déterminer selon 
la congruence de # modulo 7 le PGCD(u,, ty). 


Exerçice 3 : 


1. (a) Déterruiner deux entiers relatifs et v tels que 7u — 13v = 1. 
(b) En déduire deux entiers relatifs w et vo tels que 14us — 262% = d. 
{c) Déterminer tous les couples (a, k} d’entiers relatifs 1cls que 144 — 26k = 4. 
2. On considère deux entiers naturels a et 6. Pour tout entier n, on note ç{n) le reste de la 
division euclidienne de an + b par 26. 
On décide de coder un message, en procédant comme suit : 
À chaque lettre de l'alphabet on associe un entier compris entre D et 25, selon le tableau : 
Ce DISCO IEIFIGIHITIIIKIEIN 
Nombe|0{112)5/4)5{6/7{8/91w0/nlr 


Tee jAolrialnisfTiulviwlx|Y]7] 
Nombre ACIER ECEUEUE EEE 


Pour chaque lettre & du message, an détermine l’entier # associé puis on calcule g{n} La 
lettre « est alors codée par La lettre associée à (#1). 

On ne connaît pas les entiers a et b, mais on sait que la lettre F est codée per la lettre K 
et. la lettre T est codée par la lettre O. 


A 5a+b = 10 modulo 26 
(2) Monter que es entiers à et D sont tels que : À Qu +8 = 14 mit 
{b) En déduire qu'il existe un entier k tel que 14a — 264 — 4. 
(c) Déterminer tous tes couples d’entiers (a. b), avec D & & & 25 et D & b< 25, 
tels 5a+b = 10 modulo 6 
AE 19a+b = 14 modulo % 
3. On suppose que a = 17 et b= 3. 
{a) Coder le message « GAUSS ». 
{b} Soit n et p deux entiers naturels quelcouques. Montrer que, si g{n) = 5{p), alors 
17(n-p)}z=z0 modulo 26. 
En déduire que deux lettres distinctes de l'alphabet sont codées par deux lettres 
distinctes. 


Chapitre 2 


Systèmes linéaires 


J’ai passé un bon temps, en avril 2013, pour retravailler mon cours 
sur les systèmes linéaires. Je le propose ici à mes étudiants en 
avant-première. N’hésitez pas à me faire toutes les remarques pos- 
sibles, puisque ce travail est destiné à être publié dans les années à 
venir dans un ouvrage qui rassemblera les fondamentaux d’algèbre 
linéaire. Je ne sais pas quand cet ouvrage sera prêt, mais jy tra- 
vaille régulièrement, et ce chapitre est pratiquement achevé, donc 
profitez-en ! 


On me rétorquera que c’est sans doute un chapitre qui s'adresse 
plutôt aux candidats à l’agrégation. Ce n’est pas faux, mais cela 
n'empêche pas un candidat au CAPES de le lire et d’en tirer par- 
tie, par exemple si certaines questions sont posées à l’oral sur la 
résolution des systèmes linéaires, puisque ce thème figure à l’oral 1 
de la liste de 2013. Et aussi pour bien se remémorer ce que repré- 
sente le rang d’une matrice, d’un endomorphisme ou d’un système 
de vecteur. 


Dans tout ce chapitre M(n,p) désigne l’ensemble des matrices à n lignes 
et p colonnes à coefficients dans un corps commutatif K. Si n — p, on note 
simplement M (n,n) = Mn). Enfin GL{(n) désigne le groupe des matrices 
carrées inversibles d'ordre n à coefficients dans X. 


2.1 Rappels sur le rang d’une matrice 
Dans ce qui suit, E et F désignent des espaces vectoriels de dimensions finies 
sur un corps commutatif K, et M (n, p) représente l’ensemble des matrices à n 


lignes et p colonnes à coefficients dans X. 
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Nous allons voir que des calculs de déterminants permettent de déterminer le 
rang d’une matrice. 


Par définition, le rang d’un système de vecteurs (x1,..,%m) de E est la dimen- 
sion du sous-espace vectoriel engendré par ce système : 


dise) = dim Vect(se)e 


Le rang d’une application linéaire u de E dans Fest la dimension de l’image 
de u, ou, ce qui revient au même, le rang de l’image d’une base de E par u. 
Autrement dit rgu — dimimu = rg(u(e),.…,u(en)) où (e1,.….,en) désigne 
une base quelconque de E. On en déduit que rgu < Min(dim E, dim F') et 
que : 


u injective < rgu=dimE£ (utiliser dimÆ = dimKeru +rgu) 


u surjective & rgu = dimF 


Rappelons aussi que le rang d’une matrice à coefficients dans K est égal au 
rang du système formé par les vecteurs-colonnes ou les vecteurs-lignes de la 
matrice. On peut énoncer : 


Théorème 2.1 Soit M € Min,p). Le rang d’une sous-matrice de M est 
toujours inférieur au rang de M. 


Preuve — Si P est une sous-matrice de M, notons Q la matrice formée par 
les colonnes de M qui contiennent les colonnes de P comme sous-colonnes. 


Comme les vecteurs-colonnes de Q sont aussi des vecteurs-colonnes de M, on 
a 18Q < rg M. Mais les vecteurs-lignes de P sont aussi des vecteurs-lignes 
de Q, donc rg P < rgQ. Donc rg P <rgQ <rg M. 


Définition 2.1 Soient M € M(n,p) et P une sous-matrice carrée inversible 
de M d'ordre p. On appelle matrice bordante de P toute sous-matrice de M 
d'ordre p + 1 qui admet P comme sous-matrice. 
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Théorème 2.2 Soient M € Min,p) et P une sous-matrice carrée inversible 
de M d'ordre p. Si p < rg M, alors au moins une matrice bordante de P est 
inversible. 


Preuve — Notons M = (mi;)ieqinjjetz,p] ©t P = (müÿ)rer ge Où Let J sont 
des parties de [1,n] et [1, p] de cardinal ». 

La matrice Q = (m;;) ie[ln], jey Contient P comme sous-matrice carrée inver- 
sible d'ordre p, donc : 


rgP=p<rgQ<p, 


et rgQ = p. 


Notons m1, M2, …, my les vecteurs colonnes de M. Comme rgQ = p, le 
système de vecteurs-colonnes (m;) es st de rang p < rg M, donc il existe 
jo € [1,p] \J tel que (M5)jegug S0it un système libre, donc de rang p + 1. 
Notons Q’ la matrice dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs m; avec 
j € JU{j0}. On a rgQ' = p+1et P est une sous-matrice de Q/ d’ordre p. 
On recommence le raisonnement avec les vecteurs-lignes de Q/ : il existe néces- 
sairement un indice to € [1,n] \ tel que le système de vecteurs-lignes de Q/ 
correspondant aux indices de 7 U {io} soit de rang p + 1. La matrice formée 
de ces vecteurs-lignes borde P et est inversible. m 


Voici deux conséquences des Théorèmes précédents : 


Théorème 2.3 Le rang d’une matrice non nulle M de Min,p) est égal à 
l’ordre maximum d’une sous-matrice carrée inversible de M. 


Preuve — L'ensemble des ordres des sous-matrices carrées inversibles de M 
n’est pas vide (puisqu’une sous-matrice formée d’un coefficient non nul de M 
est inversible) et majoré par rg M d’après le Théorème 2.1, donc admet un 
plus grand élément p tel que p < rg M. Si l’on avait 9 < rg M, le Théorème 2.2 
montrerait l'existence d’une matrice carrée bordante d’ordre p +1 dans M, ce 
qui contredit le choix de p. Donc p = rg M. 
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Théorème 2.4 Soit M € Min,p). On a rgM = r si, et seulement si, il 
existe une sous-matrice carrée inversible de M d’ordre r dont toutes les ma- 
trices carrées bordantes ne sont pas inversibles. 


Preuve — Si rg M = r, alors r est l’ordre maximum d’une sous-matrice carrée 
inversible de M d’après le Théorème 2.3, donc il existe une sous-matrice carrée 
inversible de M d’ordre r dont toutes les matrices bordantes ne peuvent pas 
être inversibles. 

Réciproquement, s’il existe une sous-matrice carrée inversible P de M d'ordre r 
dont toutes les matrices carrées bordantes ne sont pas inversibles, le Théo- 
rème 2.1 donne rgP = r < rg M, et supposer que rg P = r < rg M est 
absurde car contredirait le Théorème 2.2 Donc rg M =r.u 


Exemples 


» Le Théorème 2.4 permet de calculer le rang d’une matrice, mais mène 
souvent à des calculs de déterminants plus long et fastidieux que la simple 
application de la méthode du pivot. Par exemple, pour déterminer le rang de 
la matrice : 


1 0 3 4 
D —2 7 4 
ou 0 5 1 21 
8 À —2 22 


on commence par voir qu'il existe des sous-matrices inversibles d'ordre 2, ce 
qui permet d'affirmer que 2 < rg M < 4. Ensuite il faut chercher s’il existe un 
déterminant d'ordre 3 non nul extrait de M. Ici : 


1 0 3 
D —2 7 |—38. 
0 5 1 


Il faut ensuite calculer le déterminant bordant unique du tableau 3 x 3 précé- 
dent : c’est det M. Un calcul donne det M = 0, donc M est de rang 3. 


» L'utilisation du Théorème 2.4 est beaucoup plus justifiée quand on doit 
discuter du rang d’une matrice en fonction d’un paramètre. Cherchons par 
exemple le rang du système formé par les vecteurs : 


2 a —1 
1 —2 —& 
ü = a a — a RL — a 
—& 2a 2 
1 0 1 
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de R° suivant la valeur du paramètre a. En calculant le premier déterminant 
3 x 3 extrait de la matrice : 


2 a —1 

1 —2 —a 

M = CRE a 

—a 24 2 

15 “Où 

dont les colonnes sont u, v, w, on trouve : 
2 a —1 
A=|1 —2 —a | — a + a? —7a = a (a? a+7). 

a &@ à 


Le polynôme du second degré a? — a+7 n’admet pas de racine dans R, donc A 
ne peut s’annuler que lorsque a = 0. Si a £ 0, on peut tout de suite affirmer 
que le rang de M est 3, donc que le système (u, v,w) est libre. Si a = 0, la 
matrice M devient : 


= 

I 
SON 

(= 

(=) 


1 0 1 


et il faut voir si l’on peut trouver des sous-matrices carrées d’ordre 3 de M 
inversibles. On à : 


2 O0 —I1 
1 —2 0 |—=-8 
0 0 2 


donc le rang de M est encore 3 lorsque a = 0. 


2.2 Etude des systèmes linéaires 


2.2.1 Positionnement du problème 


» Soient n et p deux entiers naturels non nuls, À un corps commutatif, et 
Q11; -. Amp: 01: +. Onp des éléments de K. On se propose de rechercher tous 
les p-uplets (x1,...,x,) de KP qui vérifient : 

Q1T1 +... + QGiplp = b 
Q21T1 +... + G2plp — bo 


(S) 


Qn1T1 +... + AnpZp — bn. 
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On dit que (S) est un système linéaire de n équations à p inconnues 
æ1, …, tp. Une solution du système (S) est une p-liste (x1,...,%») € KP qui 
vérifie chacune des équations formant (S). Résoudre le système (S) revient 
à déterminer l’ensemble de ses solutions. 


> On dit que deux systèmes linéaires sont équivalents s’ils admettent le 
même ensemble de solutions. On passe évidemment d’un système à un système 
équivalent si l’on supprime les lignes triviales (du style 0 = 0) ou si l’on change 
l’ordre des inconnues. On verra plus loin que des opérations élémentaires sur 
les lignes permettent aussi d'obtenir des systèmes équivalents. 


» Le système (S) s'écrit de façon matricielle : 
AX =B 


Où À = (&jiehin]jepi,p] 2St une matrice à n lignes et p colonnes à coet- 
ficients dans K, où B = ‘(b1,...,b,) est un vecteur-colonne de K”, et où 
X = l(x1,..,x,) est le vecteur-colonne de KP? formé par les inconnues du 
système. Le système (S) s'écrit donc : 


ai. “die dip T1 bi 
@21 422 *:: A2p T9 ba 
Gn1 An2 Anp Tp bn 


» Si u désigne l’application linéaire de XP dans K” de matrice À dans les 
bases canoniques e = (e1,.….,e,) de KP au départ, et f = (f1,.…., fn) de K7 à 
Parrivée, rien ne nous empêche d'écrire l’équation AX = B sous la forme : 


u (x) = b 


où l’inconnue x = ‘(x1,..,2,) est un vecteur de KP, et b= {(b1,...,bn) € K”. 
On obtient une écriture fonctionnelle du système ($S) qui montre que résoudre 
(S) revient à chercher les antécédents du vecteur b par u. 


2.2.2 Structure des solutions 


Le système (S), qui s'écrit u (x) = b, admet au moins une solution si et seule- 
ment si b appartient à l’image Im « de l’application linéaire u. La condition : 


beImu 
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est appelée condition de compatibilité du système. Si elle est vérifiée, on dit 
que le système est compatible. Si c’est le cas, il existe au moins un vecteur æz9 
tel que u (xo) = b, et : 


u(z)=b & u(x)=u(xo) & u(x- 7x0) =0 & x -x0 E Keru. 


L'ensemble $S des solutions de (S) est alors égal à 0 + Ker u. C’est le sous- 
espace affine de XP passant par x0 et de direction Ker u. Si l’on note r = rg À 
le rang de À, on a : 


dimKeru — dim A? —dimimu = p-—r, 
donc le sous-espace affine $S est de dimension p — r. 


2.2.3 Systèmes de Cramer 


Si la matrice À du système (S) est une matrice carrée inversible, alors le 
système (S) admet une unique solution puisque : 


AX=B2& X—=A !B avec A7! — ‘com À. 


1 
_ det À 
Dans ce cas particulier important, on peut calculer cette solution à l’aide de 
déterminants. Si l’on note a; = ‘(a1;, …, an;) le j-ième vecteur-colonne de À, 
et b = ‘(b1,...,b,), le système (S) s'écrit : 


T1 +. + TnAn = b, 


et le problème revient à déterminer les coordonnées de b dans la base (a1, …, an) 
de K” formée des vecteurs-colonnes de A. En utilisant les propriétés du dé- 
terminant, on obtient : 


det (b, a2, …, an) det (x1a1 + .…. + Tn@n, 42, …., An) 


æ1 det (a, es An) 
T1 det À 


det (b, Q2, .…., Ga) 


PAS det À 


Il suffit de recommencer de la même façon avec les autres coefficients xx pour 
obtenir les célèbres formules de Cramer : 


_ det (ai, …,ax-1,b, ag, an) 


VkeTi,n] x 2 
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2.2.4 Conditions de compatibilité 


Notons toujours a; = ‘(a1;,.…, @nj) le j-ième vecteur-colonne de À. Comme 
on l’a vu, le système (S) est compatible si et seulement si b € Imu, et l’on a : 


belmu & rg(a,.…,ap,b) =rg(a,…,ap) & 18 A'=rgA 


où 4’ désigne la matrice obtenue à partir de À en rajoutant la colonne b à 
droite. 

Soit P une matrice principale de À, c’est-à-dire une sous-matrice carrée 
inversible de À d’ordre le rang r de À. Comme rg P = r, toute matrice bordante 
de P dans À sera non inversible. La condition rg P = r = rg A’ signifie alors 
que P est encore une matrice principale de À’, ce qui signifie que toute matrice 
bordante de P dans À’ sera non inversible. Comme cette condition est déjà 
satisfaite pour les matrices bordantes de P dans À, on peut écrire : 


Toute matrice bordante de P dans 4’ qui 
utilise la dernière colonne b n’est pas inversible 


r84'=rgA & { 


On appelle matrice caractéristique associée à P toute matrice bordante 
de P dans 4’ dont la dernière colonne est extraite de b. On appelle détermi- 
nant caractéristique associé à P tout déterminant d’une matrice caracté- 
ristique associée à P. 


Avec ces définitions, on peut énoncer : 


Théorème 2.5 (Conditions de compatibilité) Si (S) est un système li- 
néaire de n équations à p inconnues, et de rang r (r < Min(n,p)), alors : 

- Sir =n, dimimu=n donc u est surjective et (S) est compatible. 

- Sir <n et si P désigne une matrice principale de À, alors (S) est com- 
patible si et seulement si les n—r déterminant caractéristique associé à P sont 
nuls. 


2.2.5 Théorème de Rouché-Fontené 


Soit (S) un système linéaire de rang r qui vérifie les conditions de compatibilité 
du Théorème 2.5 pour une certaine matrice principale P = (a;;),e 1 jeJ CXtraite 
de À. 

Les inconnues x;, j € J, sont appelées les inconnues principales associées 
à P, et les équations des lignes à appartenant à 7 sont appelées équations 
principales associées à P. Ces équations principales forment un système li- 
néaire que nous appelleront (5,) : 


P 
(Sh) : vViel Y dia = b;. 


J=1 
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(S,) est un système à r lignes et p inconnues. Notons $ et $, les ensembles 
de solution de (S) et (5,). On a clairement l'inclusion $S € &$,, et compte tenu 
du choix de P (qui est extraite de À et vérifie rg P = rg À =r), on a : 


dimS — dimS, =p-7r 


donc en fait aussi l'égalité S = S,. Cela signifie que les systèmes (9) et (S,) 
sont équivalents, et s'écrit : 


p 
(S) & Miel dd = b;. 
j=1 

Nous avons ramené le problème à celui de la résolution du système (5,). Ce 
dernier se résout facilement en exprimant toutes les inconnues principales en 
fonction des inconnues non principales, en considérant les inconnues non princi- 
pales comme des paramètres pouvant prendre des valeurs quelconques dans K 
(ce sont des degrés de liberté), puis en résolvant le système ($S,) en ne tenant 
compte que des inconnues principales x;, j € J, et en utilisant les formules de 
Cramer puisque P est inversible. 


Nous venons de démontrer le : 


Théorème 2.6 (Théorème de Rouché-Fontené) 

Les solutions d’un système linéaire compatible sont celles d’un de ses systèmes 
d'équations principales. 

Résoudre un système linéaire revient donc à résoudre un de ses systèmes 
d'équations principales en attribuant des valeurs arbitraires aux inconnues non 
principales, et en résolvant un système de Cramer dont les inconnues sont les 
inconnues principales. 

Le nombre d’inconnues non principales constitue le degré de liberté du système, 
c’est-à-dire la dimension du sous-espace affine des solutions du système. 


Exemple — Le système : 


1 3 7 bi 
5 —1 —13 T1 bo 
(S) 13 7 —5 T2 — b3 
0 —2 —6 T3 ba 
7 DO —14 b5 
A 


est compatible si et seulement si le vecteur b = { (b1,...,b5) appartient à l’image 
de À. Comme la première matrice 2 x 2 extraite de À en haut à gauche : 


1. :$ 
r=(s 5) 
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est inversible, et comme : 


lL. 3 7 1 3 7 1 3 7 
9 —1 —-13|—=|5 —-1 —-13|—=|5 —1 —-13 | =0, 
13 7  —5 0 —2 —6 7 0 —14 


tous les déterminants bordants de P sont nuls, donc À est de rang 2 (Théo- 
rème 2.4). P est une matrice principale pour À. Les conditions de compatibilité 
sont obtenues en annulant tous les déterminants des matrices qui bordent P 
et utilisent la colonne b (Théorème 2.5). On obtient les conditions : 


1. 25 0 1. $ à le + 4 
(C) | 5 -1 b|=|5 -1 b|=|5 -1 b |=0. 
19 PE 022. bi me MO : be 


Après calculs : 
48b1 + 32b2 — 16b3 = 0 
(C) —10b1 + 2b2 — 16b4 = 0 
7b1 + 2102 — 16b5 = 0. 
Le système (C') définit un sous-espace vectoriel de dimension 5 — 3 = 2, ce qui 
est normal puisqu'il s’agit de Im À et que dim Im À = rg À = 2. Choisissons 


maintenant un vecteur b qui vérifie (C'), par exemple b = {(—7,13,5,6, 14), et 
résolvons le système compatible : 


de 3 “7 7 
D el es di 13 

(Sn NE 4 z |=| 5 
0 -2 —6 z3 6 
7 O —14 14 


à l’aide du Théorème de Rouché-Fontené et de la matrice principale P. Les 
inconnues principales sont x1 et x2. L’inconnue non principale x3 joue main- 
tenant le rôle de paramètre, et il nous reste seulement à résoudre le système 
suivant en (x1, 2) : 


Celui-ci s’écrit : 
1 + 8x2 = —7 — 7x3 
5x1 — to = 13 + 13x3 
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et se résout, par exemple, avec les formules de Cramer : 


| —1T—- 7x3 3 | | 1 —-7—-7x3 

13+13xz3 —1 5 13+13x3 

T1 = 1.3 = 2x3 +2 et x2 — 1 3 = —3x3 — 3. 
5 —1 5 —1 


En conclusion, l’ensemble des solutions de ($”) est égal à l’ensemble des triplets 
de la forme (2t + 2,—3t — 3,t) lorsque t parcourt K. Il s’agit d’une droite 
affine. 


2.3 Méthode du pivot de Gauss 


2.3.1 Opérations élémentaires sur les lignes 


Considérons encore le système linéaire (S) écrit à la Section 2.2 p.23. Le 
tableau suivant montre trois opérations élémentaires que l’on peut effectuer 
sur les lignes de ce système : 


Nature de l’opération : codage : 


Permutation de 2 lignes bel; 
Multiplication d’une ligne par un réel non nul be À 
Addition d’un multiple d’une ligne à une autre ligne | + l; + AI; 


Ces opérations élémentaires transforment un système (S) en un système équi- 
valent. C’est évident pour les échanges de lignes ({; + l;) et la multiplication 
d’une ligne par un nombre non nul (l; «— Àl;), et cela se voit facilement pour 
l’opération élémentaire l; + l; + Al;. 

En effet, l'opération élémentaire l; + l; + Al; transforme (S) en un autre 
système ($”) où seule la i-ième ligne l; a été modifiée. Si fx (x) = 0 représente 
la k-ième ligne de (S), l’équivalence entre (S') et (S”’) provient de l’équivalence 
évidente : 


2.3.2 Description de la méthode 


La méthode du pivot de Gauss permet de résoudre un système linéaire (S) en 
utilisant des opérations élémentaires sur les lignes pour aboutir à un système 
triangulaire après un nombre fini d'étapes. Il suffit ensuite de résoudre un 
système triangulaire de proche en proche, par substitution. 


30 CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES 


Pour résoudre un système linéaire : 


Q11T1 +. + Giplp = bi 

Q21T1 +... + Aoplp — bo 
(S) 

Qn1T1 +... + AnpTp — bn 


on procède suivant les étapes suivantes : 


e On se ramène à un système équivalent tel que a11 # 0 en changeant si 
besoin l’ordre des inconnues ou en permutant deux lignes. 


e On remplace chaque ligne {; (2 < i < n) par l; — Soi pour éliminer le 
terme en æ1. On dit que l’on a utilisé aj1 comme pivot (évidemment, il vaut 
mieux avoir 1 comme pivot, et l’on peut s’arranger pour obtenir a11 = 1 dans 


l’étape précédente, si on le désire). 


e On recommence ces opérations avec le système à p — 1 inconnues formé 
par les n — 1 dernières lignes. 


e Et on continue ainsi de suite. 


Au bout d’un nombre fini d'opérations, on aboutit à un système équivalent de 
la forme : 


ati +01222 +. +airtr +) rumsts = 
2272 +. +a2tr +) ri 02ti = be 
1 
(5) apr Tr + DS da, be: 
0 = bry1 
0 = by 


avec 0 < r < Min (n,p) et a; Æ 0 pour tout i € [1,r]. 


Le système (S') est dit triangulaire supérieur, ou échelonné. Il se résout 
aisément de proche en proche en partant de la ligne du bas. 


On remarque aussi que : 


- Si l’une des n — r dernières équations b;j = 0 (r < j < n) n’est pas 
satisfaite, le système n’admet pas de solution. Les équations b; = 0 (r < j < n) 
représentent les conditions de compatibilité du système. 
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- Si les conditions de compatibilité sont vérifiées, le système est dit compa- 
tible et admet des solutions. Les inconnues x1, …., x, sont appelées inconnues 
principales et les autres inconnues %,,1, …, x, sont les inconnues secon- 
daires. On dit que le système possède p—r degrés de liberté offerts par chacune 
des inconnues secondaires que l’on considère comme des paramètres. On résout 
le système ($”) en considérant que æ1, .…., x, sont les inconnues et %,41, …, æp 
sont des paramètres. 


- Le rang de la matrice À = (a;;) du système (S) est r, et l’ensemble 
des solutions de (S) est un sous-espace affine de dimension p — r dans KP 
(Section 2.2.2). 


- Sir =n=p, la matrice À est carrée inversible, et le système admet une 
unique solution que l’on peut calculer en résolvant le système triangulaire. Le 
système est de Cramer, donc on peut aussi le résoudre en utilisant les formules 
de Cramer (Section 2.2.3). 


Exemple — Résolvons le système réel (S) suivant par la méthode du pivot 
de Gauss : 


T1 + 279 — 373 + T4 = —3 li 
221 + 5x9 — 5x3 + 5x4 = 2 Lo 
— 3x1 — 5x0 + 12x%3 — x4 — 16 l3 
5x1 + 9x2 — 16%3 + 274 = —23 la 
Ce système est respectivement équivalent à : 
T1 + 229 — 3x3 + xa = —3 
Lo + Z3 + 3T4 = 8 lo — 21: 
Lo + 323 + 2%4 = 7 l3 + 3h 
—%2 — X3 — 3x4 = —8 la — 5 


(S) 


ti + 222 — 3t3 + xa = —3 
Lo + Ta + 374 = 8 

2x3 — %a = —1 l3 — lo 

0=0 la + do. 


Le système est compatible et possède un seul degré de liberté. On peut choï- 
Sir T1, 2, Z3 Comme inconnues principales et x4 comme inconnue secondaire. 
On trouve z3 = (x4 — 1) /2, puis : 


() 


17 

T2 T3 — ta += ut 
15 43 
T1 2% + Ts T8 Ta — 


2 
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Les solutions de (S) sont donc les quadruplets : 


15t—43 17 —7 Fe 
PRE EE 


où £ parcourt R. 


2.3.3 Utilité 


On sait résoudre un système linéaire par substitution ou par combinaison 
linéaire. On peut aussi utiliser les déterminants avec le Théorème de Rouché- 
Fontené, mais celui-ci mène vite à des calculs inextricables, même pour une 
machine. 


La méthode du pivot de Gauss permet de systématiser la résolution d’un sys- 
tème linéaire en écrivant une succession de systèmes équivalents, et ainsi écrire 
un algorithme efficace lorsqu'on traite un nombre raisonnable d'équations et 
d’inconnues. En ce sens, il s’agit d’une méthode parfaite. 


Mais tous les calculs ne sont pas équivalents et tout dépend de l’échelle de 
grandeurs dans laquelle on se place. Aïnsi, la méthode de Gauss n’est plus 
performante si l’on a affaire à des systèmes gigantesques comme ceux que les 
astrophysiciens doivent traiter et qui contiennent facilement 1500 000 équa- 
tions et 200000 inconnues. Dans ce cas, il faut avoir recours à des calculs 
approchés et des méthodes issues de l’analyse. 


Quoiqu'il en soit, il est bon de noter que les calculs à la main peuvent être 
facilités par l’usage d’une inconnue auxiliaire ou par l’utilisation d’une parti- 
cularité du système à résoudre. Cela arrive plus souvent qu’on le pense, comme 
on le voit dans les exemples qui suivent : 


Exemple n°1 — Résoudre le système : 


QT + Lo + La + Ta = 0 
T1 + AT + Ta + ta = 0 


(S) 


T1 + Lo + at3 + La = 0 


T1 + Zo + Z3 + axa = 0 


a) en utilisant la méthode du pivot de Gauss, 
b) en utilisant l’inconnue auxiliaire s = %1 + 72 + x3 + %4. 
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Réponse — a) Les systèmes ci-dessous sont équivalents : 


(—a)z2 +(1—-a)zs +(1-a@)x4 —=0 


(a — 1) x2 +(1—a)xza —=0 
(a—1)x3 +(1—-a)xa —=0 

T1 +2 +3 +ax4 = 0 
T1 +x2 +23 +axa Et 
(a — 1) x2 +(1—a)xza =0 


(l—a)z2 +(1—a)zs +(1-a)xa =0 


T1 +%2 +ta3 +axa 0 

(a — 1) x2 +(1— a)x4 = 0 
(1—a)zs +(2-a-a)xa = 

(a—1)x3 +(1— a)x4 = 0 

T1 +%2 +ta +axza = 0 

(a — 1)x2 +(1— a)x4 = 0 


d’où la discussion : 


eSia—l, ($S) équivaut à 1 +22 + 2x3 + x4 = 0 donc admet une infinité de 
solutions (on obtient un sous-espace vectoriel de dimension 3 de R{). 


e Si a = —3, (S) équivaut à : 
Æ1 +X2 +t3 —3x4 = 0 
—4%2 +474 = 0 
—4x3 —4x4 = 0 
et l’on trouve la droite vectorielle z1 = %2 = 73 = 4. 


eSiad {-3,1}, (S) est un système de Cramer qui admet la seule solution 
triviale (0,0, 0, 0). 
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b) En additionnant toutes les lignes de (S) on trouve (a + 3)s = 0 et : 


8 = Ti + T2 + T3 + T4 


(a—1)x1+s=0 
(S) & (a—1)z+s—=0 

(a—1)x3+s=0 

(a — 1)x4 +8 = 


d’où la discussion. 
eSias-3, s—=0et: 
(S) & (a—-1)x =(a—-1)xz2=(a-1)x3 =(a—1)x4 = 0. 


Si a = 1, (S) devient æ1 + ta + æ3 + 4 = 0, et si a Z 1, (S) équivaut à 
T1 = Lo = X3 = La = (. 


eSia—= —3, 


S 
S T1 T2 T3 TA = 
T1 = T2 = L3 = LA = — 4 


S = Li + T2 + T3 + T4 
(s) + 


d’où une infinité de solutions (une droite vectorielle puisqu'il existe un seul 
degré de liberté donné par 5). 


Exemple n°2 — Voici un exemple où l’utilisation du pivot de Gauss est 
inutile. Soient Æ un C-espace vectoriel, et u un endomorphisme de E qui vé- 
rifie u® — Id. Puisque uw annule le polynôme X — 1 scindé dans C dont toutes 
les racines sont simples, on peut affirmer que uw est diagonalisable (d’après le 
Théorème ?? que nous verrons plus loin), et que ses valeurs propres appar- 
tiennent à l’ensemble (dl, j; ne On aura donc toujours la somme directe : 


E = Ker (u — Id) @ Ker(u — j1d) & Ker (u — j°1d) 


où l’un des sous-espaces E (5) = Ker (u — ÿ$I d) peut très bien être réduit au 
singleton {0}. Considérons un vecteur x de E, et cherchons à l'écrire sous la 
forme æ = %1 + x2 + %3 OÙ 74 € E (j*) pour k € {1,2,3}. On est amené à 
résoudre le système suivant dont les inconnues sont des vecteurs : 


T=T1+T,2+%%3 
u (x) = t1 + j72 + j°æ3 
u? (x) = 21 + 520 + 8. 
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On obtient par combinaisons linéaires : 


z+u(x) +u? (x) = 3x1 
x + ju (x) + ju? (x) = 
x + ju (x) + j?u? (x) — 


d’où : 


a => [x+u(x) + uw? (x) 


ga = à [t+ju(x) + ju? (x)] 


WII 


rs = [r + ju (x) + fu (x)]. 


2.4 Opérations élémentaires 


La méthode du pivot de Gauss utilise des opérations élémentaires sur les lignes 
d’un système. Des opérations élémentaires peuvent être aussi envisagées sur 
les lignes et les colonnes d’une matrice, et être utilisées pour répondre à des 
questions variées. C’est l’objet de l’étude proposée dans cette Section. 


Dans toute la suite S,, désigne le groupe des permutations de [1,n] = {1,...,n}, 
et l’on note À = (a;;) une matrice de M (n, p), de i-ième ligne /; et de j-ième 
colonne c;. 


2.4.1 Le langage des matrices 


À. Matrices de permutation et de transposition 


Définition 2.2 À toute permutation o de [l,n] on associe la matrice de 
permutation M, = (Mijhics jen de coefficients Mi; = dio(j); Où dij désigne 
le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j, 0 sinon. 


On passe de la matrice identité {1 à M, en permutant les colonnes de J sui- 


vant © : la j-ième colonne de M, est égale à la o(j)-ième colonne de /. Par 
exemple, si o est la permutation circulaire (1,2, 3) : 


0 0 1 
M = | 1 0 0 
0 1 O0 


On peut aussi dire que M, est la matrice de passage de la base (e1,…,e,) vers 
la base (er(1): js ce Avec cette définition : 


36 CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES 


Théorème 2.7 L'application : 
Y: Sn — GLi(n) 
oO Ms 
qui à une permutation o associe sa matrice de permutation M,, est un mor- 
phisme de groupes. On a aussi det M, = €, où € désigne la signature de M,, 
dt Mi Mi M. 


Preuve — Notons M, = (m;;). Par définition d’un déterminant : 


det M, — > Evo u(1)--Mn,u(n) 
VESn 
ÿ CT D re rote) 
VESn 
—= D Es tee) 
PESn 
Comme €,-1,, = Eo X Ep 


det My = &s ÿ Ep01,g(1)---Onp(n) — Eodetl = Es. 
PESn 


En particulier det M, = €, ZÆ 0 et Y est bien définie. 
Si l’on pose M; Mg = (p;) avec a, B € Sn, alors : 


Pij = D 606,80) = Éia(8U)) = É(a8)(5) 
k=1 


donc M;M3 = M,g et Ÿ est un morphisme de groupes. Cela montre aussi que 
M,M,-1 = My = I, donc que M,! = M,-_1. On vérifie enfin facilement que 
Ms-1 = CM 1(j)) (Ôœ te) — (di o(i)) Ms. = 


S À = (à;;) est une matrice de M (n, p), et si l’on note M, A = (wi;), 


nm 
Vi,j Uij — DUO = dio-1(i)Ao-1(i)j = Go-1(i}jr 
k=1 
de sorte que multiplier une matrice À à gauche par M, revienne à permuter 
les lignes de À suivant 071. 


Définition 2.3 La matrice M, de permutation associée à une transposition T 
est appelée matrice de transposition associée à T. 


Si 7 est la transposition (4, j) qui échange à et j, multiplier une matrice À à 
gauche par M, revient à permuter les lignes d’indices à et j. On vérifierait aussi 
que multiplier une matrice à droite par M, revient à permuter les colonnes 
d'indices i et j de À. 
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B. Matrices d’affinité 


Définition 2.4 Si À est un réel et sil E [1,n], on définit la matrice carrée 
D; (À) = (ij)u pen nj2 7 posant debit dal sñrledr=}X 
On dit que Di (À) est une matrice d’affinité. 


Ainsi : 
1 O0 0 
0 
1 
D; (à) = 

À 

0  ‘:. 0 
0 0 1 


Le produit de deux matrices d’affinité est une matrice d’affinité. On peut 
vérifier que multiplier une matrice À à gauche par D; (À), c’est-à-dire calculer 
D; ()) À, revient à multiplier la i-ième ligne de À par À, ce qui correspond à 
l’opération élémentaire l; À; sur les lignes. De même, multiplier À à droite 
par D; (À) revient à multiplier la i-ième colonne de À par À. 


C. Matrices de transvection 


Notons 1 la matrice identité d'ordre n, et Ey. la matrice de M (n) dont tous 
les coefficients sont nuls excepté celui de la l-ième ligne et c-ième colonne qui 
vaut 1. 


Définition 2.5 S ER et (l,c) € [1, nl , avec L Æ c, on définit la matrice 
carrée Uye (À) d'ordre n par (> = [+ Ex. On dit que Uk (À) est une 
matrice de transvection. 


On a donc : 


BAIE 
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où le À est à l’intersection de la l-ième ligne et de la c-ième colonne. On à 
det Uye (À) = 1, et l’on peut calculer le produit de deux matrices de transvec- 
tions : 


Uie (A) Ure (nu) = (+ AE) (1 + HEve) 
LT + Bi + uEye + AuErEre. 


Les matrices 7. de la base canonique de M (n) s’écrivent Ex = (d10;.) en 
utilisant le symbole de Kronecker. Si l’on pose ExEye = (d;;), on obtient : 


n 


dij = ÿ (ôuôpe) (ôrr 0 je) = 88e 0 je = er (O8 je!) 


k=0 


d’où la relation ErEye —= dy Et : Ainsi : 
Uie (À) Urer (ue) = 1 + Xe + LEye + Alôcr Ex. 


Le produit de deux matrices de transvections n’est donc pas une matrice de 
transvection. 


On peut vérifier que multiplier une matrice À à gauche par U;; (À) revient 
à remplacer la i-ième ligne de À par la somme de cette ligne et de À fois la 
j-ième ligne. Cela revient donc à effectuer l’opération élémentaire l; + 1; + AI; 
sur les lignes. 


On effectuera le même type d'opérations élémentaires sur les colonnes de À en 
multipliant À à droite par une matrice de tranvection. 


D. Résumé 


Chacune des trois opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice A se 
traduisent par des multiplications à gauche par des matrices de transposi- 
tion, d’affinités ou de transvections. Le tableau suivant résume l'effet de ces 
multiplications à gauche. 


On retiendra aussi que les opérations élémentaires sur les colonnes de À cor- 
respondent à des multiplications à droite par ces mêmes matrices. 
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Opérations élémentaires sur les lignes 


Effet : échange de deux lignes 
Codage : 1 L 
Traduction matricielle : A+ M A 


M, = matrice de tranposition, t = (1,j) 


Effet : multiplication d'une ligne 
par un scalaire non nul 


Codage : 1. À 
Traduction matricielle : À + D(D A 
DA) = matrice d'affinité 


Effet : addition d'un multiple d'une 
ligne à une autre 


Codage : 1 1+A L 
Traduction matricielle : A U,( A 
U;(Q) — Matrice de transvection 


2.4.2 Applications 


Les opérations élémentaires sont utilisées pour passer d’une matrice À quel- 
conque à une matrice T' triangulaire ou diagonale sur laquelle il est facile de 
raisonner. 


Comme on vient de le voir, les opérations élémentaires sur les lignes et les 
colonnes d’une matrice À reviennent à multiplier à gauche ou à droite par des 
matrices de transpositions, d’affinités ou de transvections. 
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En procédant de la même manière que dans la méthode du pivot de Gauss 
décrite à la Section 2.3.2, on peut donc affirmer l’existence de matrices U 
et V, qui sont des composées de matrices de transpositions, d’affinités et de 
transvections, et l’existence d’une matrice triangulaire T et d’une matrice dia- 
gonale D (ayant éventuellement des zéros dans la diagonale principale) telles 
que : 

T=UA et D=UAV. 


Ces écritures permettent de répondre à un certain nombre de questions im- 
portantes, comme par exemple : 


- Calculer le rang rg À de A. 

- Calculer le déterminant det À de À. 

- Résoudre un système linéaire. 

- Calculer l'inverse A7! de À, si elle existe. 


Nous nous intéressons de plus près à ces applications dans les lignes suivantes. 


2.4.3 Calcul de rangs 


Si T = UAV avec U,V € GL(n), alors rg À = rgT. Cela se vérifie facilement 
en utilisant des endomorphismes qui admettent ces matrices comme matrices 
dans la base canonique de K”, ou en notant que : 


Vect(l;,l;) = Vect(l; A.) 
= Vect(\l;, l;) 
— Vect(l;, li) 


quelles que soient les lignes /;, l; de À, et quel que soit le scalaire À non nul, ce 
qui montre que les dimensions de ces sous-espaces vectoriels sont les mêmes. 


Exemple — En notant - l’action d’une ou plusieurs opérations élémen- 
taires, et en remarquant que, si l'opération /; + Al; + ul; n’est pas une opéra- 
tion élémentaire, elle consiste tout de même en la succession de deux opérations 
élémentaires de type affinité /; + Al; et transvection l; + 1; + Àl;, on peut 
ecrire : 


4 3 0 4 3 O0 
a | te . [0-2 8 | + 4-7 
dite Men 2 Bei 
2 4 O0 0 5. 0. J' en Dé 
4 3 0 
Où =21. 28 
MS D'OR Te  EE 
0 0 40 <  21l4 + 5l 
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Cela montre que rg À = 3, puisque : 


4 3 O0 
0 —21 8 |—4x (-21) x (—37) £ 0. 
D: 0 287 


2.4.4 Calcul de déterminants 


Des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice per- 
mettent de calculer un déterminant si l’on prend bien garde de se rappeler 
que multiplier une ligne ou une colonne par un scalaire revient à multiplier le 
déterminant par ce même scalaire. Cela provient des relations : 


1 
det(l;, Es) = det({;, l) det(l; + AÀl;, lj) — 4 det(Al;, lj) 


vraies quel que soit À £ 0. 


Exemple — Si A1, …, An € C, le déterminant de Vandermonde : 
Li. À xr-1 
AA 1 À X … 
M x 7-1 


peut être calculé en utilisant des opérations élémentaires sur les colonnes. De 
la j-ième colonne, retranchons À; fois la colonne précédente. On obtient : 


l 0 0 …. 0 
No = : Fe la (a — A) ee A (E=A 
LA Ce is PA =) 
d’où : 
An (Anse Ân) = An-1 (A2, Ân) [Xi - M) =. = [[(G;-X) 
i=2 i<j 


en raisonnant par récurrence. 


Il est intéressant de retenir cette formule car le déterminant de Vandermonde 
apparaît dans de nombreuses situations, par exemple quand on se propose 
de démontrer qu’un polynôme non nul P(X) = 5%, X* de degré n et à 
coefficients réels possède au plus n racines dans KR. On peut démontrer ce 
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résultat en raisonnant par l’absurde, donc en supposant que P(X) admette 
n + 1 racines distinctes a1, .…, än+1, et en notant qu’alors les coefficients co, 
C1, .…, En Sont les solutions du système linéaire : 


Co + C1 + Ca} rs C0 0 
Co + C1a2 + C243 rat = 0 


Co + C1@n+1 + 242: sr 0: 


Le déterminant de ce système étant [T,4,.,<,,1(a; — ai), il n’est pas nul et le 
système est de Cramer, donc admet une unique solution, la solution triviale 
Co = … = Cn = 0. Cela permet de conclure à la nullité de P(X). 


2.4.5 Système linéaire : pivot de Gauss 


» À la Section 2.3.2 on a déjà décrit comment on pouvait résoudre un sys- 
tème linéaire en utilisant la méthode du pivot de Gauss. À cette occasion on 
n'avait utilisé que des opérations élémentaires sur les lignes, sauf quelques per- 
mutations de colonnes pour échanger des inconnues si cela devenait nécessaire. 
Une autre façon de comprendre cette méthode consiste à énoncer : 


Théorème 2.8 Soit A € Mi(n,p). On peut, à partir de À et par opérations 
élémentaires sur les lignes et les colonnes, obtenir une matrice T = (t;;) trian- 
gulaire supérieure, c’est-à-dire pour laquelle il existe r € [1,n] tel que tij = 0 
sit >roui> j, avec t11...trr Æ O0. Autrement dit, il existe un nombre fini 
de matrices W, …, W, de permutations, d’affinités ou de transvections, et un 
nombre fini de matrices de transpositions Vi, .…, VA telles que : 
WW. WAV =T 
où Test une matrice triangulaire supérieure. 


Preuve — Raisonnons par récurrence sur n. La propriété est triviale si n = 1. 
Sin > 1, posons À = (&;). Si À = 0, la propriété annoncée est triviale. 
Sinon il est toujours possible de permuter des lignes et des colonnes pour 
obtenir a11 £ 0. En utilisant ce coefficient a11 comme pivot pour supprimer 
les coefficients a21, .……, an1 grâce aux opérations élémentaires : 
he, 
a 


on obtient une matrice de la forme : 


Qu # ‘' 
0 
A1 = A! 


2.4. OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES 43 


Il suffit d’applique l'hypothèse récurrente à A! pour conclure. 
La matrice T triangulaire supérieure obtenue est de la forme : 


1 # # Us Se 


0 LÉ 

pe 0 0 tue # .. # 
0 0 0 0 
Os 0 Ü..s&s 0 


et la résolution du système (S) : AX = B est décrite par l’équivalence : 
AX=B TX =8R) 


où T =W,..W1AV..V et B' = W,..W1BV1..V, = t(b!,...,b!). Le vecteur X’ 
est tiré du vecteur X par permutation de ses coordonnées. Plus précisément, 
si l’on note W = W.,..Wi et V = Vi..W, alors T = WAV et : 


AX=B & (WAV)(V-!X)=WBV & TX'=B! 


en posant X = VX’'et B' = WBV. Trouver X’ grâce au système triangulaire 
TX! = B revient à trouver X = VX". 


On remarque en outre que les conditions de compatibilité du système (S) 
s'écrivent b,,1 =. = b!, = 0. 


» Dans le Théorème 2.8 on peut très bien s’interdire d'utiliser des permu- 
tations de colonnes, et sauter une étape chaque fois que l’on tombe sur une 
colonne nulle. Dans ce cas on n’obtient plus la condition t11...4;, 7 0, mais 
cela n’est pas grave. 


On peut donc énoncer cette version légèrement différente du Théorème 2.8 : 


Théorème 2.9 Soit A € Mi(n,p). On peut, à partir de À et par opérations 
élémentaires sur les lignes, obtenir une matrice T = (t;;) triangulaire supé- 
rieure, c’est-à-dire pour laquelle il existe r € [1,n] tel que ti = 0 sii>r 
oui> j. Autrement dit, il existe un nombre fini de matrices Wi, .…., W, de 
permutations, d’affinités ou de transvections, telles que : 


W:.WA=T 


où Test une matrice triangulaire supérieure. 
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Cette fois-ci la résolution du système (S) s'écrit : 


AX =B TX =W..W:B 


et l’on peut résoudre ce dernier système triangulaire sans troquer X pour un 
autre vecteur-colonne X’ construit avec les inconnues de X placées dans un 
ordre différent. 


» Si À est inversible d'ordre n, aucune des colonnes de À, ou des matrices 
induites À! dans la preuve du Théorème 2.8, ne seront nulles. Cela signifie 
que l’on pourra se passer d'échanger des colonnes pour aboutir à T, et relire 
le Théorème 2.8 sans utiliser de matrices Vi, …, W. 


Dans ce cas aussi, la matrice T' sera inversible dont n’aura que des éléments 
diagonaux non nuls. 


On peut même s’obliger à n’utiliser que des matrices de transvections à gauche, 
c’est-à-dire éviter les opérations élémentaires /; + l; et l; <— Àl;. En effet, dans 
la preuve du Théorème 2.8, on commence par obtenir a11 Æ 0 et pouvoir 
utiliser 411 comme pivot. Si l’on suppose a11 = 0, comme aucune colonne n’est 
nulle, il existe à tel que a;; Z 0, et au lieu d'échanger les colonnes 1 et #, on 
peut utiliser l’opération élémentaire : 


h-h+t. 
On peut donc affirmer qu’il existe des matrices W1, …, W, de transvections 
telles que : 
W,.WA=T 


avec T' triangulaire et det T Æ 0. 


Si l’on continue à utiliser les termes diagonaux de T comme pivots pour annuler 
tous les coefficients de T' situés hors de la diagonale principale, en n’utilisant 
que des opérations élémentaires de la forme /; + l; — Àl;, on obtient des 
matrices de transvections 51, …, S, et une matrice diagonale D telles que : 


S1...51W....W:1AÀ = 1) diag (di, …. dn) ; 


On peut donc énoncer cette version adaptée du Théorème 2.8 : 


Théorème 2.10 Toute matrice inversible peut être transformée en une ma- 
trice diagonale inversible en utilisant uniquement des multiplications à gauche 
par des matrices de transvections. 
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2.4.6 Calcul d’inverses de matrices 


Si À € GL(n), le Théorème 2.10 montre qu’il existe des matrices de transvec- 
tions W1, …, W, et des nombres d; non nuls tels que : 


W...W:1A =.) = diag (di, 0e) : 


En utilisant des opérations élémentaires du type l; < Àl;, on peut composer à 
gauche par des matrices d’affinités S1, …, S$; pour avoir : 


S...S1W;..W1A = 17 


où I est la matrice identité. Ainsi A7! = $,...S,W....W1. Pour calculer l'inverse 
d’une matrice inversible À à l’aide d'opérations élémentaires, il suffit donc 
d'appliquer les opérations associées aux matrices WA, …, W,, S1, …, Sy à la 
matrice Î. Cela explique pourquoi, dans la pratique, on dispose les calculs 
comme dans l’exemple ci-dessous. 


Exemple — On désire inverser la matrice : 


1 —5 0 
À = 2e srl 
6 2 4 
On dessine la matrice : 
1 —5 0 | 1 0 0 
Def O0 
6 2 4 | O O 1 


en juxtaposant la matrice identité à droite, puis on utilise des opérations élé- 
mentaires sur les lignes jusqu’à obtenir l’identité dans la partie gauche de la 
matrice. On trouve : 


1 —5 0 | 1 O O0 1 —5 0 | 1 O0 O0 
2, LÀ | 0 1 O0 ss 0 11 1 | —2 1 0 
6 2 4 | 0 O0 1 0 32 4 | —6 0 1 
1 —5 0 | 1 0 
Un 0 11 1 | —2 1 0 
12 2 32 
0 0 11 | 11 Il 
1 —5 0 | 1 0 
ds NO TE UE ir 2 
ee ee A 
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1 5 5 
Le #05. “Bi 3 12 
11 11 11 
0 0 L RE 
1 Il 11 
1 5 5 
1 1 1 
AA US 24 
1 8 11 
Dopnunerres 4 
d’où : 
1 5 _5 
6 3 12 
==) id À L 
A 6 3 12 
_1 8 11 
6 3 12 


2.4.7 Pivot de Jordan et conséquences 


La méthode du pivot de Gauss mise en oeuvre au Théorème 2.8 est appelée 
méthode du pivot de Jordan si, chaque fois que l’on obtient une colonne 
non nulle, on s'arrange pour que le pivot soit 1 en utilisant des produits à 
gauche par des transvections. 


L'idée est la suivante. Si : 


a11 Gp li 

@21 Q2p l 
A — —= 

Gn1 np la 


est telle que a11 Z 0, les {; étant les lignes de À, on peut toujours déterminer 
des scalaires À et y tels que Ui2 (ue) Uos (À) A1 = (ci) et c11 = 1. En effet, si 
l’on pose B = Uio (u) Uni (À) À = (b;;), on obtient : 


li li hi + p(l2 + Xl) 
Lo Lo + À L + A 
B = Un) Un (à) | . | = Unu(u) = 


puisque les matrices de transvections correspondent à des opérations élémen- 
taires du type l; + l; + À; (Section 2.4.1). Par suite : 


bii = a11 + pm (a21 + au) 


et il suffit de choisir À et y tels que b11 — a11 + dm (a21 + Àay1) = 1 pour 
conclure. On peut par exemple prendre : 
__l-a2 


À=—— et = 1— a11. 
a11 
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On peut maintenant relire les preuves des Théorèmes 2.8, 2.9 et 2.10 en s’ar- 
rangeant pour sans cesse remplacer les pivots diagonaux par des 1 en utilisant 
des multiplications à gauche par des matrices de transvections. On laisse bien 
sûr le dernier coefficient diagonal sans changement, puisque pour obtenir 1 
en utilisant le produit U2 (1) Ua (À) il est nécessaire de disposer d’au moins 
deux lignes. 


On obtient cette amélioration du Théorème 2.10 : 


Théorème 2.11 Toute matrice inversible A peut être transformée en une ma- 
trice diagonale inversible dont tous les éléments diagonaux sont des 1 sauf 
peut-être le dernier, en utilisant des multiplications à gauche par des matrices 
de transvections. Autrement dit, il existe un nombre fini de matrices de trans- 
vections Wi, .…, W, telles que : 


1 O0 0 
O0 ‘:. : 
W....WiA = = D, (6) 
5 1 O0 
0 0 6 


avec à = det À. 
Ce théorème entraîne immédiatement : 


Théorème 2.12 Soit À € GL(n). Il existe une et une seule matrice U de 
GL(n) telle que A = U x D, (det A), et cette matrice U est un produit de 
matrices de transvections. Le groupe GL (n) est donc engendré par les affinités 
et les transvections. 


Preuve — L’existence de la décomposition À = U x D, (det À) est assurée 
par le Théorème 2.11. L’unicité est facile à vérifier car si : 


A=U x D, (det A) =U' x D, (det A), 
alors U = U” puisque la matrice d’affinité D, (det À) est inversible. a 
On peut aussi énoncer : 
Théorème 2.13 Le sous-groupe spécial linéaire SL(n) de GL(n), défini par 
SL(n) = {A € GL{(n) / det A = 1}, est engendré par les matrices de transvec- 


tions. 


Et voici une dernière conséquence : 
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Théorème 2.14 Deux matrices À et B de Min,p) sont équivalentes si, et 
seulement si, on peut passer de l’une à l’autre par une succession d'opérations 
élémentaires. 


Preuve — Deux matrices À et B sont équivalentes si, et seulement si, il 
existe des matrices inversibles P et Q telles que B = PAQ. Si c’est le cas, le 
Théorème 2.11 montre que P et Q s’écrivent : 

P = U...U, X Dh (det P) 

Q=Vi..Vn X D, (det Q) 


où les U; et les V; sont des matrices de transvections, d’où : 
B = U..U, x D, (det P) x A x Vi... Vn X D, (det Q). 


D’après la Section 2.4.1, cette égalité signifie que B se déduit de À par une suc- 
cession d’opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes. La réciproque 
est triviale. 


Chapitre 3 


Les solides à l’oral du CAPES 


3.1 Présentation 


Au dernier entraînement à l’oral 1, ce jeudi 23 mai 2013, j'ai pu assister à une 
leçon sur les solides, et tous les présents ont accepté de recevoir les derniers 
exercices que j'ai écrits sur ce thème, avec les solutions que je propose. Je vous 
les place donc ici en espérant que cela vous aide à apprendre à réagir pendant 
l’entretien qui suit une leçon de CAPES, ou pour que vous puissiez utiliser un 
de ces exercices qui serait à votre goût dans votre leçon. 

Ces exercices doivent être publiés dans le volume VI de la série Acquisition 
des fondamentaux pour les concours, si je le termine un jour! Si vous voyez 
une erreur, s’il vous plaît, avertissez-moi ! 


3.2 Questions 

Question 3.1 /2] Qu'est-ce qu'un polyèdre ? Pouvez-vous proposer une défi- 
nition ? Qu'appelle-t-on polyèdre convexe ? 

Question 3.2 /2] Comment définissez-vous un polyèdre régulier ? 


Question 3.3 /2] Connaissez-vous les solides de Platon ? Combien en existe- 
t-il? Comment s’appellent-t-ils ? 


Question 3.4 /2] Connaissez-vous la relation qui lie le nombre de sommets, 
d’arêtes et de faces d’un polyèdre convexe ? Qu'’appelle-t-on polyèdre eulérien ? 
Existe-t-il des polyèdres non eulériens ? 


Question 3.5 /2] (Oral du CAPES 2008) On sait réaliser le patron d’un cube. 
Pouvez-vous nous présenter la construction d’un patron d’un cube surmonté 
d’une pyramide, comme si nous étions une sympathique classe de sixième ? 
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Question 3.6 /2] Que représente la partie de l’espace définie par le système 
(S) ci-dessous ? On proposera une vue de cette partie en perspective cavalière. 


0 <zx<4 
D<y<A 
0O<z<4 
T+y+z<8 


(S) 


Question 3.7 /2] (Oral 2 du CAPES externe 2011) Soient ABCDA'B'C'D' 
un cube, et I, J, K les milieux des arêtes [AB], [BB] et [CC]. 


1) Indiquer pour chacune des affirmations suivantes si elle est vraie ou fausse 
en justifiant votre réponse : 

a) Les points 1, J, K sont alignés. 

b) Les droites (AC) et (A’K\) sont sécantes. 

c) Les droites (1J) et (A'D') sont parallèles. 

d) Les droites (AJ) et (DK) sont parallèles. 


2) Commentez les réponses ci-dessous données par un élève : 

a) Les points I, J, K ne sont pas alignés car il n’appartiennent pas tous au 
même plan. 

b) Les droites (AC) et (A'K) sont sécantes car elles ne sont pas parallèles. 

c) D' n’est pas sur la face ABA'B" donc les droites (IJ) et (A'D') ne peuvent 
pas être parallèles. 

d) Les droites sont parallèles car elles appartiennent à deux plans parallèles. 


Question 3.8 /2] Un parallélépipède rectangle est dessiné en perspective, posé 
sur un plan P horizontal. Un peu en arrière de ce parallélépipède, on trace un 
segment vertical [HM] (M est au-dessus de H). Une lampe est placée en M, 
à la verticale du point H qui est supposé appartenir à P. Tracer l’ombre du 
parallélépipède sur la table. 
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Question 3.9 /2] Une pyramide à base rectangulaire OABCD est posée sur 
un plan horizontal IT sur sa face ABC D. On choisit trois points P, Q, R situés 
respectivement sur les arêtes [OA], [OB] et [OC]. 

a) Tracer l'intersection des plans (PQR) et II. 

b) Tracer l'intersection de la pyramide et du plan (PQR). 


Question 3.10 /2] La figure ci-dessous représente un cube dont un coin a été 
coupé. On a choisi un point U sur une de ses arêtes. Tracer l'intersection du 
cube avec le plan passant par U et parallèle au plan (PQR). 
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Question 3.11 /2) Les points P et Q de la figure ci-dessous appartiennent 
aux faces ABC et ACD d’un tétraèdre ABC D. < faire pour construire 
l'intersection de la droite (PQ) et du plan (BCD) 


Aa 


Question 3.12 /2] Les points P, Q, R de la figure ci-dessous appartiennent 
respectivement aux faces ABC, ACD et BCD du tétraèdre ABCD. On de- 
mande de tracer la section du tétraèdre par le plan (PQR). 


& 


Question 3.13 /2] Montrer que la section d’un pavé droit par un plan paral- 
lèle à une arête est un rectangle. 
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Question 3.14 /2] Montrer que la section d’un cylindre de révolution par un 
plan parallèle à l’axe est un rectangle. 


Question 3.15 /2] (Oral 2 du CAPES externe 2012) La figure ci-dessous 
représente un cube dont l’arête mesure 1 cm. On place les points I, J, K sur 
les arêtes [FG], [FE], [FB] tels que FI = FJ=FK=xoùxel]0,1l]. 

a) Quelle est la nature du triangle IJK ? Preuve. 

b) Déterminer le volume du tétraèdre FIJK en fonction de x. 

c) La perpendiculaire menée par F au plan (1JK) coupe ce plan en un 
point M. La hauteur FM du tétraèdre FIJK est-elle proportionnelle à la 
mesure de la longueur FI ? 

On s’attachera à répondre à ces questions comme on le ferait devant des élèves 
de seconde. G 


Question 3.16 /2] (Ecrit du CAPLP externe 2013) La section d’un cylindre 
de rayon 5 cm et de hauteur 8 cm par un plan parallèle à son axe peut-elle 
être un carré ? Justifiez. 


Question 3.17 /2] (Ecrit du CAPLP externe 2013) La figure ci-dessous re- 
+ —= — 

présente un cube ABCDEFGH. Le point M défini par AM = FGABH est-il 

un sommet du cube ? Justifiez. 

G 
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3.3 Réponses 


Réponse 3.1| On peut donner des définitions plus ou moins originales 
suivant les buts poursuivis, par exemple pour éliminer certains solides patho- 
logiques de Lhuilier ([?], [?]). En général, un polyèdre est : 


- un solide plein limité par des faces planes, 
- où une surface constituée d’un système de polygones. 


On pose aussi : 


Définition — Un polyèdre convexe (fermé) est une partie 
non vide et bornée de l’espace obtenue comme l'intersection d’un 
nombre fini de demi-espaces fermés. 

Un point est un sommet du polyèdre s’il appartient à celui-ci et 
à l’intersection d’au moins trois frontières de demi-espaces fermés 
définissant le polyèdre. 

Une arête du polyèdre est un segment joignant deux sommets et 
inclus dans l’une des frontières des demi-espaces fermés définissant 
le polyèdre. 


Réponse 3.2 | Un polyèdre convexe non aplati est dit régulier si : 
- Sur chacun des sommets aboutissent le même nombre p d’arêtes (p > 3), 
- Chacune des faces possède le même nombre g de côtés (q > 3). 


Réponse 3.3 |Il existe exactement 5 polyèdres réguliers convexes dessinés 
sur la FIG. 3.1. On le démontre en utilisant la relation d’Euler S — À + F = 2. 
La preuve est facile à lire et proposée en [?]. 


Ces polyèdres « parfaits » apparaissent dans les discours de Platon, et sont 
naturellement appelés des polyèdres platoniciens. La preuve, facile à lire et 
proposée en [?], utilise la relation d’Euler $ — À + F = 2. 


Réponse 3.4|Si S désigne le nombre de sommets d’un polyèdre convexe 
(fermé et non aplati), À le nombre de ses arêtes et F le nombre de ses faces, 
la formule d’Euler s'écrit : 


S—A+F=2 (x) 


Euler propose cette formule mais n’arrive pas à la prouver. Une démonstra- 
tion est proposée pour la première fois par Legendre en 1794. Un preuve très 
simple et très jolie (que l’on peut retrouver dans mon article intitulé Polyèdres 
eulériens et solides pathologiques [?]) est donnée par Cauchy en 1811. 


3.3. RÉPONSES 


LD, 


TA #8, #12, #6 Ke ] 


Dodécaëdre 
s=20, a=30, f-12 


Icosaèdre 


s=6, 4-12, f=8 s=12, a=30, f=20 


F1G. 3.1 — Les 5 solides platoniciens 


99 


Un polyèdre eulérien est un polyèdre qui vérifie la relation (+). Un polyèdre est 
dit pathologique s’il n’est pas eulérien. Il existe des polyèdres pathologiques, 
et des contre-exemples sont obtenus en prenant des polyèdres à structures 
multiples, des polyèdres à tunnels ou encore des polyèdres à cavités (FIG. 3.2 


et FIG. 3.3). 


7 L 


a. Structures multiples b. Un cadre c. Une bibliothèque ! 
pour ce polyèdre : S-A+F=3 S-A+F=0 S-A+F = -n 


FIG. 3.2 - Structures multiples et tunnels 


par un jury d’oral du CAPES 2008. 


Réponse 3.5| Cette question, extraite de [?], a été posée le 15 juillet 2008 


La FIG. 3.4 représente un patron de cube et, juste à droite, un patron de cube 
surmonté d’une pyramide. La base du cube est B, les paroïis sont P1, P2, P3 et 


56 CHAPITRE 3. LES SOLIDES À L'ORAL DU CAPES 


a. Cubes imbriqués b. Deux faces annulaires 
et un tunnel 


FIG. 3.3 — Toujours avec des cubes. 


Patron du cube 


D 
CCELLLEN 


Cube surmonté d'une 
pyramide 


F1G. 3.4 — Deux patrons en classe de sixième 


P4. On à tracé la médiatrice À du segment [AB] et choisi un point M sur A 
suffisamment éloigné du milieu de [AB], c’est-à-dire au-delà de l'intersection O 
entre les diagonales du carré ABC D. 


Le triangle AB M sera l’une des faces de la pyramide qui surmontera le cube. 
Il suffit de reproduire ce triangle au « sommets » des parois P2, P3 et P4 pour 
obtenir les trois autres faces de la pyramide. Evidemment, on à construit une 
pyramide régulière au sommet du cube! 


Réponse 3.6| La FIG. 3.5 représente le cube € = UIVOKHJW défini 
par les trois inégalités 0 < x,y,z < 4, ainsi que le plan (ABC) d’équation 
x+y+z=8, où A(8,0,0), B(0,8,0) et C (0,0,8). Les traces du plan (ABC) 
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sur les faces du cube sont les segments [7J1, [JKT et [XT] où I (4, 4,0), J (0,4,4) 
et K (4,0,4). Le plan (ABC) coupe donc le cube suivant le triangle hachuré 
IJK. Le demi-espace d’équation x + y + z < 8 est limité par le plan (ABC) 
et contient l’origine © du repère. Le solide défini par le système (S) est donc 
la partie du cube € situé dans le demi-espace d’équation x + y + z < 8. C’est 
le cube C privé de la pyramide à base triangulaire 1JKH où H (4,4,4). 


F1G. 3.5 - Cube tronqué 


Réponse 3.7 | 1.a) FAUX - Jet K appartiennent au plan (BCC'"B'), donc 
la droite (JK) est incluse dans ce plan. Si les points 7, J, K étaient alignés, 7 
appartiendrait à (JK), donc aussi au plan (BCC"B'), ce qui est absurde (en 
effet, comme J se projette orthogonalement sur le plan (BCC"B') en B, si I 
appartient à (BCC'B'), alors 1 = B, ce qui est absurde). 


1.b) VRAI - Les droites (AC) et (4’K) sont coplanaires puisque les droites 
(AA) et (C'K) sont parallèles. Etant coplanaires, elles ne peuvent qu'être 
sécantes ou parallèles. Il est facile de voir que ACC”A’ est un rectangle (en 
effet, (44”) est perpendiculaire à P = (ABCD), donc à la droite (AC) qui est 
incluse dans ce plan, et AÂ' = CC" donc ACC'A! est un parallélogramme qui 
possède un angle droit, c’est-à-dire un rectangle). Si (AC) et (AK) étaient 
parallèles, on aurait donc X = C”, ce qui est faux. Conclusion : (AC) et (A’K) 
sont sécantes. 
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1.c) FAUX - Les points 4’, 7, J sont coplanaires car ils appartiennent au 
plan (ABB'A'). Si les droites (1J) et (A'D") étaient parallèles, le point D’ 
appartiendrait au plan (ABB/'A'), ce qui est absurde. 


1.d) VRAI — Par hypothèse AD = BC = TK, donc ADKJ est un parallé- 
logramme. On en déduit que les droites (AJ) et (DK) sont parallèles. 


2.a) L'élève confond alignement et coplanarité. De plus il ne réalise pas que 
trois points quelconques de l’espace sont toujours coplanaires. 


2.b) L'élève applique un résultat vrai en géométrie plane, mais qui devient 
caduque dans l’espace de dimension 3. Il faudra lui rappeler que, dans l’espace, 
il existe des droites qui ne sont pas parallèles et qui ne s’interceptent pas. 


2.c) Le raisonnement est juste. L'élève sous-entend seulement qu’il utilise 
un raisonnement pas l’absurde (matérialisé par la contraposée de l’affirma- 
tion qu’il énonce), et il serait intéressant de voir ce qu'il répondrait si on lui 
demandait de préciser sa démonstration. 


2.d) L'élève fait une grave erreur : il faudra lui montrer que, dans l’espace, 
deux droites qui appartiennent à des plans parallèles ne sont pas forcément 
parallèles. 


Réponse 3.8 | Sur la FIG. 3.6, les droites (HC') et (MD) se coupent en U 
qui appartient au plan P (puisque (HC) est incluse dans P). Le point U est 
donc à l’intersection du plan P et de la droite (MD). C’est l'ombre de D. 
On construit de la même manière les ombres V et W de G et F. Il est alors 
facile d’hachurer l’ombre du parallélépipède sur la figure. 


Remarques — a) Les droites (DG) et (UV) sont parallèles. C’est la 
moindre des choses, puisque le plan (WDG) contient la droite horizontale 
(DG), donc coupe le plan horizontal P suivant une parallèle à (DG). Et cette 
parallèle passe évidemment par U. 

En particulier (MDG)N P = (UV). 


B) J'avais proposé cet exercice à mes élèves du collège de Briey en Meurthe- 

et-Moselle, où j'ai enseigné trois ans comme jeune professeur certifié. L'exercice 
était tiré d’un document de l’'IREM de Strasbourg dont je ne retrouve plus les 
références. 
Il y avait d’autres exercices du même genre, en particulier celui-ci qui pouvait 
motiver les élèves : on distribuait un document représentant une église dessinée 
en perspective (FIG. 3.7), on demandait de choisir un point au sol qui devait 
représenter l’ombre du sommet de l’église, puis on demandait si l’on pouvait 
construire, à partir de ces données, l’ombre exacte du bâtiment. 
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M 


F1G. 3.6 — Ombre d’un parallélépipède rectangle 


Réponse 3.9 | Les constructions sont faites sur la FIG. 3.8. 


a) L’intersection U des droites (QR) et (BC) est un point de IT qui appar- 
tient à (QR). C’est donc un point de (PQR)N IL De même, l'intersection V 
des droites (PQ) et (AB) appartient à (PQR)NIT. Ainsi (PQR)NII = (UV). 

b) D’après ce qui précède, l'intersection W de (UV) et (CD) appartient à 
(PQR), donc (WR) C (PQR). Comme W € (CD) € (CDO) et RE (CDO), 
la droite (W_R) est incluse dans le plan (C DO), et coupera (OD) en un point S 
qui appartiendra nécessairement au plan (PQR). L’intersection de la pyramide 
et du plan (PQR) est donc le quadrilatère PQRS. 


Remarques — à) À l'oral, on peut poser abruptement la question b) et 
ne donner l'indication de chercher (PQR) NII que si elle est nécessaire pour 
aider le candidat. 


B) Dans la construction de sections planes d’une pyramide ou d’un parallé- 
lépipède, on retiendra qu’il est bon d’effectuer un tracé hors solide sur un des 
plans qui contiennent une face du solide, ici le tracé de la droite (UV). 


y) Prolongement : on pourra poser la question de trouver la section d’un 
cube par un plan (PQR) où P, Q, R sont des points placés sur des arêtes 
arbitraires du cube. 


Réponse 3.10 | On utilise la propriété suivant laquelle deux plans paral- 
lèles coupent un troisième plan suivant des droites parallèles entre elles. 
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si 


F1G. 3.7 — Dessiner l’ombre de cette église 


F1G. 3.8 — Section d’une pyramide 


Appelons II le plan parallèle à (PQR) passant par U, et considérons les no- 
tations de la FIG. 3.9. Le plan IT coupe le plan (EFGH) suivant une droite 
parallèle à (PR), passant par U. Cette droite est facile à tracer, et nous per- 
met d’obtenir le point V dans (EF) NII. On recommence : IT coupe le plan 
(ABFE) suivant la parallèle à (QR) passant par V, d’où le point W dans 
(AB)NII. 

Pour obtenir le segment [XY], il a fallu envisager un tracé hors solide : le 
point S dessiné sur la figure, obtenu comme l'intersection de (VW) et (AE), 
appartient à (AE )NII, donc la trace de IT sur la face (ADH FE) sera la parallèle 
à (PQ) passant par $S. Cette parallèle coupe [AD] en X et [HD] en Y sur la 
FIG. 3.9, de sorte que la section du cube par le plan IT soit donnée par le 
polygone hachuré UVWXY. 
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FIG. 3.9 — Section d’un cube parallèle à une section donnée 


Réponse 3.11| Sur la FIG. 3.10, la droite (AP) coupe (BC) en Ps, et la 
droite (AQ) coupe (C'D) en Qo. Le plan (APQ) à été hachuré. Il coupe le plan 
(BCD) suivant la droite (P5Q0). L’intersection RÀ des droites (PQ) et (P6Qo) 
appartiendra donc (PQ) N (BCD). C’est le point cherché. 


Réponse 3.12 |Sur la FIG. 3.11, nous avons tracé l'intersection P, de (AP) 
et (BC), et l’intersection Qo de (AQ) et (CD). La droite (P6Qo) est la trace 
du plan (PQR) sur le plan (BCD). La droite (PQ) coupe (P6Qo) en L. La 
droite (LR), incluse dans le plan (PQR), coupe (BD) en U et (CD) en V, qui 
sont donc des points du plan (PQR) situés sur deux arêtes du tétraèdre. 


Il ne reste plus qu’à tracer le point W intersection de (VQ) et (AC), puis le 
point X intersection de (WP) et (AB), pour obtenir les deux autres points 
du plan (PQR) situés sur des arêtes du tétraèdre. 

Finalement, le plan (PQR) coupe le tétraèdre suivant la quadrilatère UVWX 
qui à été hachuré sur la FIG. 3.11. 


Réponse 3.13 |L’arête [BF] du pavé droit P = ABCDEFGH dessiné sur 
la FIG. 3.12 est verticale, ce qui ne nuit pas à la généralité du raisonnement. 
Soit II un plan parallèle à l’arête [BF], qui coupe [AB] en un point U. Né- 
cessairement, [Il coupera un autre côté de la base ABC D du pavé. Supposons 
que IT coupe [CD] en V, les deux autres cas se traitant de la même façon. 
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F1G. 3.10 — Points sur des faces d’un tétraèdre 


e (AB) et parallèle à (EF), et IT coupe (AB) en U, donc II coupera (EF) 
en un point À, et : 
IN(ABFE)= (UX). 


Le plan IT coupe la face ABFE du pavé suivant le segment [UX]. 


Comme les plans IT et (ABFE) sont verticaux (ils sont parallèles à (BF)), 
ils se coupent suivant une droite verticale, donc (UX) est parallèle à (BF). 
Le quadrilatère BF XU est donc un parallélogramme (ses côtés opposés sont 
parallèles) qui possède au moins un angle droit (en B ou F), c’est un rectangle. 


e On montrerait de la même manière que Il coupe (GH) en W tel que 
CGWV est un rectangle. 


e Si t désigne la translation de vecteur w — BF = CG, on a donc X = {(U) 
et W = {(V). Cela prouve que la section UVWX du pavé suivant le plan IT 
est un parallélogramme. 


e La droite (UX) est verticale (puisque parallèle à (BF) qui est verticale) 
donc sera orthogonale à n’importe quelle droite du plan horizontal (ABC D), 
en particulier (UX) sera orthogonale à (UV). Cela montre que le parallélo- 
gramme UVW X possède un angle droit en U, donc qu’il s’agit d’un rectangle. 


Conclusion : la section UVW X du pavé par IT est bien un rectangle. 


Réponse 3.14 | Avertissement — De façon générale, un cylindre est une 
surface obtenue en balayant l’espace par une droite conservant une direction 
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FIG. 3.11 — Plan de coupe défini par des points sur les faces 


fixe et coupant une courbe plane fermée donnée à l’avance. La droite est ap- 
pelée génératrice du cylindre, tandis que la courbe plane est appelée directrice 
du cylindre. 

La question posée sous-entend cependant que l’on parle d’un tronc de cylindre 
de révolution limité par deux plans parallèles à l’axe de révolution. Une telle 
surface est obtenue en faisant tourner un rectangle autour de l’un de ses côtés. 
On parle encore de cylindre pour désigner cette surface bornée, ce solide, en 
faisant un abus de langage bien connu. 


Une réponse raisonnable — On considère le cylindre de révolution € d’axe 

vertical (AB) de la FIG. 3.13. Un plan vertical IT coupe ce cylindre. Notons P4 
et PB les plans horizontaux qui limitent C, PA4 contenant À et P8g contenant B. 
Notons D1 et DB les disques formant les bases du cylindre. 
Le plan IT coupe P4 suivant une droite A1 qui elle même coupe le cercle- 
frontière de D4 en deux points U et V (on suppose qu’il en est ainsi et que 
ces deux points sont distincts). D’après les propriétés du cylindre et puisque IT 
est vertical, si { désigne la translation de vecteur AB (vertical) : 


t(U) := X EIN Ps NC 
t(V):==WEeNPBNC 


—> > —> 
donc UX = VW = AB. 
On constate que le plan IT coupe le cylindre suivant le quadrilatère UVWX, et 
comme UX = VW, ce quadrilatère est un parallélogramme. La droite (UX) 
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FIG. 3.13 — Section d’un cylindre 


étant verticale, elle est orthogonale à n'importe quelle droite du plan hori- 
zontal PA, et en particulier elle sera orthogonale à (UV). Le parallélogramme 
UVWX possèdera donc un angle droit en U, et sera un rectangle. 


Réponse 3.15 | a) Les notations sont celles de la FIG. 3.14. On a : 


FI FJ 

FG FE 
donc la réciproque du Théorème de Thalès montre que (1J) est parallèle à 
(GE), et le Théorème de Thalès dans le triangle nous assure que : 


FI re 


FO GE 
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Comme GE = 2, on trouve 1J = xV2. On démontrerait de la même manière 
que les longueurs JK et KI sont égales à xV2, donc 1JK est équilatéral. 


FiG. 3.14 - FI=FJ=FK=3x 


b) On passe du tétraèdre FGEB au tétraèdre FIJK par une réduction, le 
facteur de réduction! étant x. Le volume Vrx du tétraèdre FIJK est donc 
égal à æ° fois le volume Vrcgg du tétraèdre FGEB. Si l’on note Q le centre 
de gravité du triangle équilatéral GEB, on constate que la hauteur h de GEB 


vaut : 
Ke ph vez ve 
2 2 
et donc que : 
Ÿ 4/6 4/6 
POELE 2e, 
3° 2 3 


L’aire de GEB est : 


Le point ( est le projeté orthogonal de F sur le plan (GEB). D’après le 
Théorème de Pythagore, EF? = EQ? + QF?, donc : 


des 
OP ER RL = 
is 
donc QF = 1/V3. Par suite : 
y _ AcxQF 1, V8, F4 
FGEB — 3 3 2 6 


ÎLes effets d’un agrandissement ou d’une réduction sur les aires et les volumes sont étudiés 
en 3°. Ici, on utilise une homothétie de centre F. 
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et VrrJK = x /6. 


F1G. 3.15 — [Imaginer la situation dans l’espace 


c) Traçons d’autres points 1’, J', K' en suivant la construction de l’énoncé 
pour une autre valeur +’ de x, et notons M! l'intersection du plan (7'J'K”) et de 
la perpendiculaire à ce plan issue de F (F1G. 3.15). Les plans (1JK) et (l'J'K') 
sont parallèles puisque le Théorème de Thalès impose d’avoir (1.J) //(1!J") et 
(JK) //(J'K"), et que les droites (7J) et (JK) sont dans le plan (1JK), tandis 
que les droites (1’J") et (J'K7) sont dans le plan (1'J'K). 

On en déduit que la perpendiculaire À à (1JK) issue de F sera aussi perpen- 
diculaire à (l'J'K”), et donc que les points F, M et M' seront alignés. Le plan 
(MFT) contiendra donc les points M, F, I, l', M', et coupera les plans (1JK) 
et (l'J'K”) respectivement en (MT) et (M'T'). Comme (1JK) et (1'J'K7) sont 
parallèles, on en déduit que (MT) // (M'I'), et l’on peut appliquer le Théorème 
de Thalès dans le triangle M'FT' pour obtenir : 

FM FI x 


FM FT x 


Cela montre que FM reste proportionnelle à FI quand x varie. 


Réponse 3.16 | On sous-entend que le cylindre en question est un cylindre 
de révolution puisqu'il possède un axe ! La FIG. 3.16 permet d’imaginer le plan 
hachuré qui coupe le cylindre en un rectangle de côtés 8 et a. Ce rectangle 
sera un carré si et seulement si a = 8, donc si et seulement si on est capable 
de tracer une corde de longueur 8 dans un cercle € de rayon 5. C’est faisable 
car le diamètre de € vaut 10, et 8 < 10. 


Les notations sont celles de la FIG. 3.16. La construction de C' est facile 
puisque C' se trouve à l’intersection du cercle C de diamètre [AB] et du cercle 


3.3. RÉPONSES 67 


NS 
RS 


ES 


ES 
es ao 
Re 

. 


sine 
RS 


ee 
. 


sie 
Re 
Re 


Se 
> 
Be 


Z 
Re 
Le 
# 
#: 
ses 


ÿ 
. 

ee 
SA 
SR 
Se 


ones 
os 


TS 
RS 
. ee 
. 
Se 


co 
® 
2 


at 

sn 

nn 

Se 
Z 


à 
2 


F1G. 3.16 — Section d’un cylindre 


de centre À et de rayon 8. Ces deux cercles se coupent bien en deux points 
puisque : 
fr — 7 <d<r+r (+) 


en posant r —5,r/ —=8 et d —5. 


Remarque — La condition (x), qui caractérise des cercles strictement sé- 
cants, fait intervenir les rayons r et r” des deux cercles (supposés de centres 
distincts) et la distance d entre leurs centres. Le résultat complet s’énonce 
ainsi (cf. [?] Théorème 196 ou [?] Question 165) : 


Théorème — Soient € = C(O,r) et C' = C(O',r') deux cercles 
de centres distincts et de rayons strictement positifs. Soit d = OO. 
Alors C et C’ sont sécants si et seulement si [r —r| <d <r +7. 
Plus précisément C NC’ est une paire si les deux inégalités sont 
strictes, un singleton dans le cas contraire. 


| oi où 

Réponse 3.17 | Travaillons dans le repère R = (A, AB, AD, AË) que l’on 

peut supposer orthonormal direct sans nuire à la généralité du raisonnement. 
Dans ce repère, en s’aidant de la FIG. 3.17 : 


T 1-1 0 0-1 —1 
= — —— 
AM= | y}, FG= 1-0 | = | 1 |; BH = 1—0 | = 1 

5 1-1 0 1—0 1 
donc : 

0 —1 1 
> —> 
AM = FGABH = 1 JA 1 = | 0 | =AF 
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On en déduit que M = F, donc M est un des sommets du cube. 


FIG. 3.17 — Trouver M tel que AM = FG A BH 


Commentaires — Voici un exercice qui laisse perplexe quand on essaie 
d'utiliser directement la règle des trois doigts en visualisant le cube. L’énoncé, 
fort sympathique, nous montre pourtant ce cube en perspective, mais les choses 
ne sont pas aisées. En temps limité, il n’y à pas longtemps à hésiter : il faut 
vite travailler en coordonnées, et les choses deviennent simples. 

On peut aussi avoir l’idée de simplifier le produit vectoriel en utilisant notre 
représentation du cube. Commençons par écrire : 


— 


——> —> 
AM = FGABH 
— } > > 
= FGA(BE+EH) 
> —> 
= FGABE 
—> —> — 
puisque A est bilinéaire antisymétrique et FG A EH = 0. Puis : 


— 


—= ——>  — 
AM = FGA(BF+FÉ) 
= FBAFG+FGAFE 
——>  — 
— —FE+BF (règle des trois doigts) 


= EF+BF = EP+AE = AP 


d’où encore M = F. 


Chapitre 4 


Le chaos des réformes et des 
attentes 


Voici mon dernier livre sur l’état du système éducatif que l’on peut se procurer 
en version numérique sur Amazon. 


4.1 Présentation de l’éditeur 


Existe-t-il un avenir pour nos élèves scientifiques ? Qu’apprend-on en terminale 
S? Pourquoi la majorité des professeurs de sciences en lycée ou post-BAC 
sont-ils horrifiés par les nouveaux programmes et les nouveaux horaires ? Que 
risque-t-on en imposant les TICE à toute occasion, même quand cela nuit 
à l’apprentissage des concepts, les déforme, et les rend incompréhensibles ? 
L'outil numérique est-il une chance pour l’enseignement ? 


Voulez-vous savoir ce que les professeurs disent dans les couloirs au sujet de 
l'évaluation par compétences, de l’accompagnement personnalisé et des mé- 
thodes pédagogiques qu'ils sont obligés de mettre en œuvre ? 


Tout cela est grave car ce sont nos enfants et leur avenir qui est en jeu. On 
ne forme pas mieux aujourd’hui en interdisant à un élève de suivre un en- 
seignement scientifique décent au lycée même quand il en manifeste le désir 
et a obtenu de bons résultats au collège. On préfère le faire patienter 3 ans, 
sans renoncer pour autant à l’occuper avec des semaines trop chargées. Est-ce 
souhaitable ? 


De tels choix ont beaucoup de conséquences dont il faut parler sans tergiverser. 
La parole doit être suffisamment libérée pour ne pas devenir insipide, et les 
élèves, les étudiants et les professeurs ont leur mot à dire. On ne les entend 
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pas beaucoup dans les média, et ce sont les grands oubliés des consultations 
nationales. 


Parler de l’enseignement sans interroger les enseignants, c’est comme discu- 
ter de la meilleure façon de faire du pain en interdisant aux boulangers de 
s'exprimer. 


Ce livre dévoile des réalités de l’enseignement en 2013, et analyse quelques 
conséquences des séries de réformes qui s’abattent sur l'éducation nationale 
depuis 30 ans. Que penser du pilotage de l’école par les compétences ? Qui 
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seront les scientifiques et les ingénieurs de demain ? Devrons-nous gérer une 
pénurie programmée en recrutant d'urgence des scientifiques, des ingénieurs 
et des techniciens diplômés formés aux Indes ou en Chine ? 


Ne lisez pas ce livre si vous pensez que, dans le primaire, lire, écrire et compter, 
c’est désuet, et qu'apprendre l’anglais en maternelle par visioconférence, c’est 
tendance ! 


EXTRAITS 


« Autre exemple marquant : celui des coefficients du binôme. Au lieu de pré- 
senter celui-ci comme le nombre de parties à k éléments dans un ensemble à 
n éléments (plus simplement dit, de combien de manières dans une classe de 
30 élèves peut-on créer de binômes, par exemple) et bien, on enseigne en pre- 
mière S que c’est le nombre de manières d’avoir k succès (dans une épreuve de 
Bernoulli) en répétant n fois l'expérience. Alors le cours ressemble à ceci : on 
fait un gros arbre de dénombrement, puis on visualise le nombre de chemins 
donnant k succès et on arrive péniblement au triangle de Pascal. Encore un 
bel exemple de transposition didactique. En plus, il est formellement interdit 
de donner la définition avec les factorielles, car c’est mal (je n’ai pas trouvé 
d’autres raisons apparentes). Et pour calculer ces coefficients, c’est magique, 
on prend... sa calculatrice ! N'est-ce pas merveilleux. » 


« N’est-il pas paradoxal d'apprendre que dans la mythique Silicon Valley, 
le directeur technique d’eBay, comme de très nombreux cadres de Google, 
Apple, Yahoo ou Hewlett-Packard, inscrivent leurs enfants dans une école où 
l’ordinateur est interdit. 


Les enseignements se font avec des tableaux classiques, de la craie, des stylos 
et du papier, et l’on trouvera par contre des aiguilles à tricoter et de la pâte 
à modeler pour les plus petits. L’usage d'ordinateurs, de tablettes numériques 
et de téléphones intelligents, tout comme celui d'écrans et de télévisions, est 
prohibé dans l'enceinte de l’établissement, et même déconseillé à la maison 
quand l’enfant est dans les petites classes. 


(...) On imagine mal que des parents qui travaillent dans des sociétés High- 
Tech se méfient autant des travers des nouvelles technologies numériques pour 
l'éducation, mais peut-être sont-ils en avance sur les autres ? (...) » 


4.2 Présentation sur MégaMaths 


Mon nouveau livre grand public est sorti aujourd’hui! J’y rassemble des ré- 
flexions sur l’éducation, les programmes de lycée, le métier de professeur, l’ado- 
ration des TICE, et j'en passe... 
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Il faut parler de nos problèmes au grand public, car « on » ne se doute de rien 
en général, et du moment que bébé obtient son BACS, tout va bien. Pourtant, 
c’est bien un problème de salut public quand on détruit autant l’enseignement 
des mathématiques et des sciences physiques, au lycée! 


J’ai l'impression qu’en fait, tous les enseignements en sciences ont été « at- 
taqués » avec ces réformes loufoques. Dans ce livre, je n’ai repris que deux 
témoignages d'enseignants en IUT, en SVT et éco-gestion, mais il semble que 
la « décroissance rapide » des capacités scientifiques de nos élèves soit une 
réalité dans tous les domaines scientifiques. Et même ailleurs en fait : vous 
avez vu les nouvelles méthodes d'apprentissage des langues, et le désossement 
de la série littéraire. Bigre, le problème ne viendrait donc pas des matières 
mais de l’interdiction de créer des filières et de demander des prérequis pour 
entrer dans une formation. 


Appel : si vous enseignez dans n'importe quel domaine au lycée, au primaire 
ou ailleurs, et si vous voulez parler de votre expérience, contactez-moi. Je 
vous assurerai l'anonymat, et pourrai réagir à partir de votre vécu dans les 
prochains chapitres que je compte écrire pour « suivre l’actualité » et les 
options retenues dans notre « nouvelle conception de l’enseignement ». 


Mon livre « l’enseignement dans le chaos des réformes et des attentes » est 
disponible uniquement en format numérique sur Amazon.fr. Je n’aurai pas le 
temps de m’appliquer à le publier en version papier, car il y à bien d’autres 
choses plus intéressantes à faire... Avec ce nouveau système de publication 
que je teste aujourd’hui, le gros avantage est que le prix de vente du bouquin 
est beaucoup plus raisonnable qu'avec d’autres solutions. 


Un livre permet de fixer un instantané de la situation à un moment donné. 
Plus tard, on ne pourra pas dire qu’on n’en a pas parlé, de ces choix... 


Ce livre est aussi une façon de pouvoir dire tout haut ce que beaucoup pensent 
tout bas ou n’ont pas dix minutes pour le dire. Je vois trop d'enseignants de 
lycée qui n’en peuvent plus de travailler toute la journée et une partie de la 
nuit, avec les copies, les conseils, les problèmes récurrents dans leurs classes, 
les parents à voir, les programmes nouveaux (et souvent stupides) qu’on leur 
demande d’enseigner, le LPC, le cahier de texte électronique que personne ne 
lira à part les inspecteurs, mais qui vous bouffera au moins 15 minutes chaque 
jour s’il n’y a pas de bogue de connexion ou de serveur, etc. 


Il y a aussi les contraintes horaires imposées qui empêche les enseignants de 
mathématiques d’atteindre les objectifs fixés : les heures de sciences diminuent 
à chaque réforme, mais en même temps on demande de passer des journées 
entières à utiliser des logiciels ou faire des algorithmes. On est face à une 
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mission impossible, les méthodes devant être mises en œuvre étant impossibles 
à appliquer sur des horaires de chagrin ! 


Alors on se jette sur internet, on cherche « le >» document magique qui fera ga- 
gner du temps d’exposition en classe, on travaille dessus en y passant trois fois 
plus de temps (si l’on est consciencieux), ou on le « balance » en l’état pour 
le découvrir en classe avec les élèves (si on est fumiste ou si l’on n’arrive plus à 
tenir le rythme effréné demandé aux professeurs, donc juste avant l’arrêt ma- 
ladie ou... ), on fonce à la reprographie... Puis on s’aperçoit que les élèves n’y 
pigent pas grand-chose : exposé trop rapide, diagrammes projetés contenant 
trop d'informations et plaçant l’élève devant un nouvel écran où il sera pas- 
sif, l'information glisse, les exercices à trous deviennent des gouffres géants qui 
n’intéressent pas le public... Et le manque d’heure est patent pour que chaque 
élève s’entraîne à résoudre des exercices répétitifs qui ne sont plus à la mode 
mais qui pourtant sont le seul moyen efficace d'acquérir des connaissances et 
du savoir-faire en maths. 


Bon, il faut que je stoppe. Je ne vais quand même pas commencer le prochain 
bouquin tout de suite, j'ai autre chose pour m'occuper là! 
Mais surtout n'oubliez pas les bons conseils de « Gazelle futée » : 


1) Si vous aimez ce livre, dites-le sur Amazon, expliquez pourquoi longue- 
ment, parlez de votre expérience. Encensez l’auteur quoi! 


2) Si vous n’aimez pas ce livre, de faites rien. 


3) Dans tous les cas je serai heureux si vous me contactez pour me faire part 
de vos remarques, agréables ou pas. J’ai une tonne de mouchoirs en papier à 
côté de moi. 


4) Si vous avez le courage, un peu de temps, et une anecdote ou une réaction 
personnelle concernant l’éducation à partager, n’hésitez pas à m'écrire. Il faut 
des témoignages précis et pas seulement de la grogne sur internet. Il faut fixer 
ces réactions de professionnels de l’enseignement ou de parents d’élèves (cela 
m'intéresse aussi beaucoup pardi!) dans les lignes d’un livre qui sera publié. 


Bonne journée à tous, 


Dany-jack 
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